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摘要 

 

本研究建立了一台四輪轉向實驗車輛，並利用此實驗平台估測轉移函數以及設計

控制器。文中提出的控制器可以使實驗車輛之側向加速度及旋轉速度追隨一組參考訊

號。為了使控制器設計過程更為簡單，首先將車輛的轉移函數解耦合為兩個單輸入單

輸出系統，並透過幾個初步實驗了解感測器特性與車輛動態，實驗結果將一併考慮入

控制器設計的過程。將控制器套入實驗平台可以發現，側向加速度與旋轉速度實驗值

的頻率與參考訊號相當接近，但實驗值的增益卻比參考訊號大。調整控制器增益後，

實驗數據顯示，側向加速度與旋轉速度實驗值增益與參考值之間的誤差小於原本的控

制器，實驗值的頻率與參考訊號仍幾乎相同，且於其他頻段也沒有出現異常的峰值。

由實驗結果可知，使用調整增益前後之控制器，實驗平台的側向加速度與旋轉速度都

有出現追隨參考訊號的趨勢。 
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ABSTRACT 

 

This study sets up a four-wheel-steer experimental vehicle, experimentally evaluates 

transfer functions, and designs controllers on this experimental platform. The controllers 

presented in this thesis can make lateral acceleration and yaw rate of the experimental 

vehicle follow reference signals. In order to simplify the controller design process, first, the 

transfer functions of vehicle would be decoupled into two single-input single-output systems. 

The characteristics of sensors and vehicle dynamics are investigated through several 

preliminary experiments. These experimental results are taken into consideration in the 

controller design process. According to the controller experimental results, frequency of 

lateral acceleration and yaw rate are really similar to the frequency of reference signals, but 

the gains of experimental values are larger than reference signals’. After adjustment of the 

controller gain, experimental data show that the errors between experimental and reference 

values are reduced. The frequency of experimental data and reference signals are still almost 

the same and there are no distinct peaks in other frequencies of experimental data. From the 

experimental results of before and after the controller gain adjustment, the lateral 

acceleration and yaw rate both follow the reference signals with reasonable accuracy. 
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第一章 緒論 

 

1.1 研究背景與動機 

 

    隨著車用電子技術蓬勃發展，人們對於車輛的要求不再只是普通的載具，車輛配

備各種不同的電子控制系統於今日的市場已是常態。常見的車輛控制系統如早期的牽

引力控制、省油技術，至近年來的車輛動態控制，例如防鎖死剎車系統、動態懸吊系

統以及四輪轉向車輛，這些技術可以大幅提升駕駛人行車的舒適度與安全性。 

    近年來電子訊號操控(SBW，steer-by-wire)[1]技術也被應用於車輛系統，有別於傳

統車輛的設計，利用電子訊號操控技術可以省略許多占空間的機械連桿，例如一般車

輛方向盤與前輪的轉向機制是利用機械式的連桿連接，SBW 系統則可以使用訊號線甚

至是無線傳輸的方式傳遞訊號控制提供轉向角度的致動器，如此不但節省空間，亦可

避開車禍事故發生，控制轉向連桿對駕駛者的潛在威脅。四輪轉向(4WS，4-wheel-steer)

車輛應用於 SBW 系統可以有很好的發揮空間，利用 SBW 節省車體空間的特性，使後

輪擁有更大的轉動角度。 

4WS 最初的想法是為了減少車輛轉彎半徑，隨著電腦與感測器技術不斷進步，進

而希望 4WS 提供駕駛人更多幫助，相較於二輪轉向的傳統車輛，4WS 車輛有較好的操

控性，例如車輛在高速過彎時，駕駛者與乘客感受會比 2WS 穩定、舒適，於緊急避障

時，4WS 可以提供較小的迴轉半徑使車輛的動態更加快速與敏捷，減少車禍發生的可

能性。 

    目前市面上已可見 4WS 車輛的蹤跡，然而受到硬體限制，其後輪只能做小幅度的

轉動，為了更貼近真實車輛的情形，本研究實現一台 SBW 的四輪轉向車輛，其前後輪

轉向幅度皆可達正負 35 度，並利用此實驗平台驗證控制器的效能。 
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1.2 研究目的 

 

    建立一架 4WS 車輛，以此實驗平台為基礎下，完成以下目的。 

1.利用實驗方法求得代表此實驗平台的數學模型。 

2.設計控制器，使車輛行進間，轉軸垂直於地面的車輛旋轉速度及側向加速度可以追隨

一組給定的參考訊號。 

3.於實驗平台上驗證控制器的效能。 

 

1.3 研究貢獻 

 

    本研究首先建立一架 4WS 車輛，配備相關的感測器、致動器，控制器則採用高效

能的數位訊號處理晶片，此實驗平台為後續控制器設計之相關研究提供一個良好的驗

證方式。 

    設計控制器控制車輛側向及旋轉方向的動態，使車輛於行進間其旋轉速度與側向

加速度可以追隨一組給定的參考訊號，並套用於實驗平台上，驗證控制器效能。 

 

1.4 論文架構 

 

論文各章節的編排如下: 

第一章 緒論:描述研究背景、動機與目的。 

第二章 相關研究:此章節首先介紹一個常用來描述車輛動態的模型，並探討四輪轉向

車輛控制器設計的相關研究。 

第三章 四輪轉向車輛設計:介紹實驗平台使用的致動器、感測器、控制器及其他相關

電路和電源配置。 
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第四章 實驗車輛的轉移函數:敘述如何求得代表實驗平台的數學模型。 

第五章 控制器設計與實驗:說明控制器設計的流程以及套用於實驗平台驗證的結果。 

第六章 結論與未來工作:總結本研究並提出未來更能深入發展的方向。 
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第二章 相關研究 

 

    現今有不少車輛相關的研究著重於在安全的前提下提高車輛響應的速度，例如防

鎖死剎車系統、動態懸吊系統等。4WS 系統可以同時控制車輛側向與旋轉方向的動態，

不僅增進響應速度，且維持行車的穩定性和安全性。 

  本章節首先介紹一個常用來描述車輛動態的線性模型，稱為腳踏車模型(bicycle 

model)，此模型是描述車輛的側向運動以及轉軸垂直於地面的旋轉運動。第二節探討

4WS 車輛的相關研究以及各種控制器的設計方法。 

 

2.1 腳踏車模型 

 

車輛的腳踏車模型(bicycle model)是利用二輪模型(或稱 single-track model[2])描述

車輛左(右)半面的動態。以下推導過程與方向定義皆參照[3]。 

 

圖 1 腳踏車模型 
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腳踏車模型的參數: 

F୤:前輪側向力                     F୰:後輪側向力 

CG:質心位置                         r:旋轉速度 

β:質心側滑角度                  β୤:前輪側滑角度 

β୰:後輪側滑角度                 ν:車輛速度 

ν୤:前輪軸速度                      ν୰:後輪軸速度 

ν୷:側滑速度                          ν୶:直行速度 

α୤: ν୤與 x 軸夾角                  α୰: ν୰與 x 軸夾角 

δ୤:前輪轉向角度                  δ୰:後輪轉向角度 

l୤:前輪軸至質心距離           l୰:後輪軸至質心位置 

a୷:側向加速度   

車輛參數: 

M:車體重量                             IZ:對 z 軸的車輛轉動慣量 

C୤:前輪的轉向弳度                C୰:後輪的轉向弳度 

l: l୤ ൅ l୰ 

參照圖 1，本論文中定義δ୤、δ୰轉向 x 軸左半面為正，ν୶朝 x 方向為正，a୷、ν୷朝 y 

軸方向為正，z 軸面對地面逆時針方向旋轉 r 為正。 

 

忽略車輛滾動(roll)與前後傾(pitch)的動態，並假設各個角度皆為小角度，考慮 y 方向力

平衡，車體所受的側向力為前、後輪之側向力和，由於車輛左右對稱且前、後輪轉向

角皆為小角度，故 y 方向力平衡可由下式表示 

F୷ ൌ 2F୤ ൅ 2F୰               (1) 

當側滑角度為小角度時，前、後輪之側向力可由下面的線性關係式表示: 

F୤ ൌ C୤ ൈ β୤                (2) 

F୰ ൌ C୰ ൈ β୰                (3) 
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其中， 

β୤ ൌ δ୤ െ α୤ ൌ δ୤ െ ஝౯ା୰ൈ୪౜

஝౮
             (4) 

β୰ ൌ δ୰ െ α୰ ൌ δ୰ െ ஝౯ି୰ൈ୪౨

஝౮
             (5) 

將(2)、(3)、(4)、(5)式帶入(1)中 

得F୷ ൌ 2C୤ ቀδ୤ െ ν౯ା୰ൈ୪౜

ν౮
ቁ ൅ 2C୰ ቀδ୰ െ ν౯ି୰ൈ୪౨

ν౮
ቁ        

M ൈ a୷ ൌ 2C୤ ቀδ୤ െ ν౯ା୰ൈ୪౜

ν౮
ቁ ൅ 2C୰ ቀδ୰ െ ν౯ି୰ൈ୪౨

ν౮
ቁ       

M൫νሶ ୷ ൅ ν୶r൯ ൌ 2C୤ ቀδ୤ െ ν౯ା୰ൈ୪౜

ν౮
ቁ ൅ 2C୰ ቀδ୰ െ ν౯ି୰ൈ୪౨

ν౮
ቁ  

νሶ ୷ ൌ ିሺଶC౜ାଶC౨ሻ
Mν౮

ν୷ ൅ ቀሺିଶC౜୪౜ାଶC౨୪౨ሻ
Mν౮

െ ν୶ቁ r ൅ ଶC౜
M
δ୤ ൅ ଶC౨

M
δ୰       (6) 

 

考慮對 z 軸的力矩平衡，由圖 1 可知，前輪側向力提供車輛逆時針方向力矩，後輪側

向力則提供車輛順時針方向力矩，由於車輛左右對稱，故 z 軸力矩平衡可表示為下式: 

τ୸ ൌ 2F୤ ൈ l୤ െ 2F୰ ൈ l୰              (7) 

將(2)、(3)、(4)、(5)式帶入(7)中 

得 I୸rሶ ൌ 2C୤ ቀδ୤ െ ν౯ା୰ൈ୪౜

ν౮
ቁ ൈ l୤ െ 2C୰ ቀδ୰ െ ν౯ି୰ൈ୪౨

ν౮
ቁ       

rሶ ൌ ሺିଶC౜୪౜ାଶC౨୪౨ሻ
I౰ν౮

ν୷ െ ଶC౜୪౜
మାଶC౨୪౨

మ

I౰ν౮
r ൅ ଶC౜୪౜

I౰
δ୤ െ ଶC౨୪౨

I౰
δ୰        (8) 

 

整理(6)、(8)式 

൤νሶ ୷
rሶ

൨ ൌ ቎

ିሺଶC౜ାଶC౨ሻ
Mν౮

ቀሺିଶC౜୪౜ାଶC౨୪౨ሻ
Mν౮

െ ν୶ቁ
ሺିଶC౜୪౜ାଶC౨୪౨ሻ

I౰ν౮
െ ଶC౜୪౜

మାଶC౨୪౨
మ

I౰ν౮

቏ ቂν୷
r ቃ ൅ ቎

ଶC౜
M

ଶC౨
M

ଶC౜୪౜
I౰

െ ଶC౨୪౨
I౰

቏ ൤δ୤
δ୰

൨    (9) 

令 A ൌ ቎

ିሺଶC౜ାଶC౨ሻ
ν౮

ቀሺିଶC౜୪౜ାଶC౨୪౨ሻ
Mν౮

െ ν୶ቁ
ሺିଶC౜୪౜ାଶC౨୪౨ሻ

I౰ν౮
െ ଶC౜୪౜

మାଶC౨୪౨
మ

I౰ν౮

቏  

B=቎
ଶC౜
M

ଶC౨
M

ଶC౜୪౜
I౰

െ ଶC౨୪౨
I౰

቏  
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狀態變數 X ൌ 輸出 Y ൌ ቂν୷
r ቃ  

輸入 U ൌ ൤δ୤
δ୰

൨  

當車輛定速行駛時，ν୶為常數，則輸入輸出關係可表示為: 

Y ൌ CሾsI െ AሿିଵBU，C ൌ ቂ1 0
0 1ቃ 

൤
ν୷ሺsሻ
rሺsሻ ൨ ൌ ۏ

ێ
ێ
మC౜ۍ

M ቆୱାమC౨ౢౢ౨షMౢ౜ν౮మ

I౰ν౮
ቇ మC౨

M ቆୱାమC౜ౢౢ౜శMౢ౨ν౮మ

I౰ν౮
ቇ

మC౜ౢ౜
I౰

൬ୱା మC౨ౢ
Mν౮ౢ౜

൰ షమC౨ౢ౨
I౰

ቀୱା మC౜ౢ
Mν౮ౢ౨

ቁ ے
ۑ
ۑ
ې

∆ሺୱሻ ൤δ୤ሺsሻ
δ୰ሺsሻ൨        (10) 

其中，∆ሺsሻ ൌ sଶ ൅ ଶ
ν౮

ቀC౜ାC౨
M

൅ ୪౜
మC౜ା୪౨

మC౨
I౰

ቁ s ൅ ସ୪మC౜C౨
MI౰ν౮

మ െ ଶC౜୪౜ିଶC౨୪౨
I౰

      (11) 

 

由圖 1 得知，β ൌ ஝౯

஝౮
，代入(10)式可得輸入與側滑角度的關係，側滑角度大小表示車輛

行駛的穩定性，於正常行駛的情況下希望側滑角度越小越好，然而現今仍沒有感測器

可以偵測車輛的側滑速度，故側滑角度也無法直接量到，考慮實際硬體架構，將側向

動態部分的輸出改由側向加速度代替。 

 

考慮輸入對側向加速度a୷的關係: 

a୷ ൌ νሶ ୷ ൅ ν୶r  

由(9)可知 

νሶ ୷ ൌ ିሺଶC౜ାଶC౨ሻ
Mν౮

ν୷ ൅ ቀሺିଶC౜୪౜ାଶC౨୪౨ሻ
Mν౮

െ ν୶ቁ r ൅ ଶC౜
M
δ୤ ൅ ଶC౨

M
δ୰  

׵ a୷ ൌ ିሺଶC౜ାଶC౨ሻ
Mν౮

ν୷ ൅ ሺିଶC౜୪౜ାଶC౨୪౨ሻ
Mν౮

r ൅ ଶC౜
M
δ୤ ൅ ଶC౨

M
δ୰        (12) 
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結合(10)與(12)式  

a୷ሺsሻ ൌ ଵ
∆ሺୱሻ

ቀଶC౜
M

ቀsଶ ൅ ଶ୪୪౨C౨
I౰ν౮

s ൅ ଶ୪C౨
I౰

ቁ δ୤ሺsሻ ൅ ଶC౨
M

ቀsଶ ൅ ଶ୪୪౜C౜
I౰ν౮

s െ ଶ୪C౜
I౰

ቁ δ୰ሺsሻቁ   (13) 

 

由(10)與(13)式可以得到輸入δ୤、δ୰與輸出a୷、r 之間的轉移函數 

൤
a୷ሺsሻ
rሺsሻ ൨ ൌ ଵ

∆ሺୱሻ
቎

ଶC౜
M

ቀsଶ ൅ ଶ୪୪౨C౨
I౰ν౮

s ൅ ଶ୪C౨
I౰

ቁ ଶC౨
M

ቀsଶ ൅ ଶ୪୪౜C౜
I౰ν౮

s െ ଶ୪C౜
I౰

ቁ
ଶC౜୪౜

I౰
ቀs ൅ ଶC౨୪

Mν౮୪౜
ቁ ିଶC౨୪౨

I౰
ቀs ൅ ଶC౜୪

Mν౮୪౨
ቁ

቏ ൤δ୤ሺsሻ
δ୰ሺsሻ൨    (14) 

 

在此，將[4]文中提到的車輛參數代入(14)式，藉此觀察一般車輛轉移函數的波德圖。 

車輛參數: 

M ൌ 1310kg     I୸ ൌ 2352kg െ mଶ     C୤ ൌ 77350 N rad⁄      C୰ ൌ 51600 N rad⁄  

l୤ ൌ 0.986m      l୰ ൌ 1.596m 

假設車速=12m s⁄  

 

 

圖 2 一般車輛輸入對側向加速度轉移函數的波德圖，左、右圖

的輸入分別是前、後輪轉向角度 
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圖 3 一般車輛輸入對旋轉速度轉移函數的波德圖，左、右圖的

輸入分別是前、後輪轉向角度 

 

當車速越快時，輸入對側向加速度轉移函數之低頻增益會逐漸變高，高頻增益則變化

不大，而輸入對旋轉速度轉移函數之低頻增益也會提高，但頻寬會降低。圖 3 中，車

速 12m/s 時，前、後輪對旋轉速度系統之頻寬約為 2.4Hz，當車速提高至 32m/s，兩系

統頻寬皆降至約 1.1Hz。 
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2.2 4WS 車輛的相關研究 

 

1 Nissan 於 1985 年裝置了一套 4WS 系統於房車上實驗，此系統稱為 HICAS(High 

Capacity Actively-controlled Suspension)[5]，目的是降低車輛質心位置的側滑角度以

增進車輛的操控性能，並希望前輪轉向角度對於旋轉速度的增益能較平滑且有較

大的頻寬，HICAS 選用一階延遲系統為後輪轉向的控制器，1989 年，Nissan 推出

新一代 4WS 系統，稱 Super HICAS，選用相位反轉控制器，並套用於 Nissan 天際

線(Sky-line)跑車實驗，相位反轉控制器除了降低側滑角度更能大幅改善車輛於轉

彎時的響應。比較 2WS、HICAS 與 Super HICAS 的實驗結果，Super HICAS 在旋

轉速度的頻率響應擁有較平緩的增益且頻寬最大，而 2WS 系統的頻寬則最小。下

圖是三個不同控制器的單位步級響應圖。 

 
            圖 4 不同控制器的單位步級響應圖，擷取自[5] 
 

由圖可知，Super HICAS 估測得側滑角度小於其他兩者，而 2WS 的車輛側滑角度

是三者中最大的，故 4WS 車輛不論在旋轉速度的頻寬表現或側滑角度的評估皆優

於 2WS 車輛，然而當時受限於感測器的技術，HICAS 與 Super HICAS 皆為開迴路

控制。 
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2. Yoshimi Furukawa、Naohiro Yuhara 等人於[6]文中提到 4WS 車輛關於減少側滑角度

的控制器設計。 

考慮輸入對側滑角度的轉移函數，設計一個比例控制器 K: 

K ൌ
ି୪౨ିMౢ౜

C౨ౢν౮
మ

୪౜ାMౢ౨
C౜ౢ ν౮

మ   δ୰ ൌ Kδ୤             (15) 

代入轉移函數則可以發現，車輛側滑角於穩態響應皆可保時為零。 

將上述的比例控制器改為一階系統[7]: 

δ୰ ൌ
ି୪౨ିMౢ౜

C౨ౢ஝౮
మିI౰ಕ౮

C౨ౢ ୱ

ି୪౜ାMౢ౨
C౜ౢ ஝౮

మାI౰ಕ౮
C౜ౢ ୱ

δ୤              (16) 

代入轉移函數中得知，車輛側滑角度不論是暫態或是穩態的響應皆可以保持為零。 

不同於(15)、(16)從轉移函數觀點設計的控制器，[8]文中提出兩個新的設計概念: 

(a)當方向盤快速轉向時，後輪轉向角度應與前輪相反，使車輛作較劇烈的動作，

例如車輛的緊急避障行為。 

(b)當方向盤緩慢轉向時，後輪轉向角度應與前輪相同，幫助穩定車輛的動態，例

如車輛高速行駛時的轉向行為。 

此控制準則可表示如下： 

δ୰ሺsሻ ൌ ቀKஔ െ Kభୱ
Tభୱାଵ

ቁ δ୤ሺsሻ             (17) 

將(17)式的控制器套入實車，於車道變換實驗中，配載控制器的 4WS 車輛可降低變換

車道後的”魚擺現象”(fishtailing)，故 4WS 較 2WS 車輛更快到達穩定的狀態。 

 上述的控制器僅針對減少側滑角度設計，並沒有結合旋轉方向的動態控制，是屬

於較早期的研究。 

 

3. Miguel A. Vilaplana 等人於文[9]中提出一個控制車輛側滑角度及旋轉速度的控制

器，透過回授旋轉速度及車速，將原本多輸入多輸出的系統解耦合為兩個單輸入單輸

出系統，即可以分別對這兩個單獨的迴路設計控制器，文中分別利用 I 控制器、PI 控
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制器完成側滑角度與旋轉速度的控制，其目的是希望車輛的側滑角與旋轉速度可以追

隨一組給定的參考訊號。 

  

圖 5 設計 K(s)使輸出β、r 可以追隨給定的輸入β୰ୣ୤、r୰ୣ୤ 

，G(s)為車輛的轉移函數，本圖引用自[9]文 

 

利用上述的控制器，Vilaplana 在文[10]中還考慮了致動器飽和的問題，於後輪控制的部

分加入反積分終結器，更符合實際車輛的使用。 

 

4. P.Raksincharoensak 等人於文[11]中提出 4WS 車輛的車道保持(lane-keeping)控制，

並透過模擬方式驗證。其控制器包含三個部分:前饋控制器、回授控制器與車道保持控

制器，前饋控制器是根據駕駛人輸入的方向盤角度求得一組理想的側滑角度與旋轉速

度參考值，故前饋控制器應隨著行車情況不同而改變，文中依據側滑角為零以及側向

加速度響應沒有相位落後這兩種情況設計兩個不同的前饋控制器。回授車輛實際動態

與參考值比較後，透過回授控制器計算可得到車輛前、後輪應補償的轉向角度，使車

輛的實際動態追隨理想的參考值動作，文中還提到利用卡曼濾波器與 CCD 相機估測道

路的曲率，並透過車道保持控制器求得理想的方向盤角度，使車輛可以行駛於固定車

道。 

 

5. Masao Nagai 等人於文[12]中設計的控制器是利用後輪轉向與補償旋轉力矩的方式

控制車輛的側滑角度與旋轉速度。不同於上述研究利用前、後輪轉向控制車輛動態，

文中假設車輛各個輪胎狀態可以獨立操控，針對個別輪胎剎車或加速即可以提供車輛
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旋轉方向的力矩，透過額外的力矩補償與後輪轉向，使車輛側滑角度與旋轉速度可以

追隨給定的參考值，文中還套用三種不同的非線性輪胎模型，以模擬的方式驗證控制

器效能與強健度。 

 

 上述設計的控制器使輸出訊號可以追隨給定的參考值，其控制流程都必須回授兩

個車輛的狀態值，考慮實際情形，裝置陀螺儀可測得車輛的旋轉速度，而側滑角度的

部分無法由感測器直接量測，必須設計觀察器估測。回顧文[11]，前輪轉向角度經前饋

控制器可以求得車輛旋轉速度與側向加速度的參考訊號，並透過回授控制器使車輛的

側向與旋轉方向的動態可追此隨參考訊號，算是較完整的四輪轉向車輛控制器。然而[9]、

[10]、[11]、[12]文皆是利用模擬的方式驗證控制器效能，故無法得知實際硬體實驗時，

透過觀察器估測車輛側滑角度之效果。下圖 6 為一個完整的四輪轉向控制器方塊圖，

不同於[11]文，其側向動態輸出是以車輛的側向加速度取代側滑角度。θ୤為駕駛人輸入

的方向盤角度，Kଵሺsሻ、Kଶሺsሻ這兩個控制器應隨著行車情形而改變，以產生符合各種不

同車況之參考訊號，透過控制器 K(s)，車輛的側向加速度與旋轉速度可以追隨計算出

的參考訊號，藉此提升行車的舒適度與安全性。本論文提出的控制器為圖 6 中的 K(s)，

並套用於實驗平台，以實驗的方式驗證圖中虛線部分的控制流程。 

 

1
K(s)

2
K(s)

K(s) G(s)

−

−

f
θ y_ref

a

_ref
r

y
a

r

 
圖 6 一個完整的四輪轉向車輛控制器方塊圖，虛線部分為本論文中所設計的控制

器 
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第三章 四輪轉向車輛之設計 

 

 本論文實現一台四輪轉向車輛以驗證控制器之效能，車輛主要是改裝自遙控模型

車，其前、後輪皆可裝上伺服機控制轉向，根據腳踏車模型(bicycle model)，在車輛行

進的過程中需知道轉軸垂直於地面的車輛旋轉速度以及側向加速度，因此，載具需配

備陀螺儀及加速度計，實驗時希望車輛維持一定的速度，所以在馬達後方加裝角度編

碼器得到車速的資訊，控制的部分則是利用 DSP 晶片實現，透過濾波器及變壓 IC 分別

與感測器和致動器相連結，同時將感測器量得數據傳至 SD 記憶卡供後續分析。 

 

3.1  車體 

 

 採用田宮(TAMIYA)系列遙控車 TXT-1，TXT-1 是 1/10 實車縮小比例的四輪傳動遙

控車，配備多連桿懸吊系統，其前後輪皆可裝上伺服機控制轉向，車體長 510mm，寬

385mm，高 297mm，前後輪軸距 330mm，輪胎直徑為 165mm，馬達至輪軸的齒輪比

為 34:1，透過伺服機控制前進後退，具三種不同速度。 

    

圖 7 TXT-1                        
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3.2  致動器 

 

 實驗平台的致動器有直流馬達和伺服機，直流馬達為車輛的動力來源，而伺服機

則控制前、後輪轉向角度和車輛速度。 

 

3.2.1 直流馬達 

 

TXT-1 的動力是由直流馬達提供，由於 TXT-1 原廠配備的直流馬達軸心長度不夠

而無法加裝編碼器，因此改用FAULHABER系列 3557型 006C直流馬達，供給電壓 6V，

扭力為 40N-m，馬達後方的軸心長達 3.5mm，可以掛載編碼器。 

 

表 1 3557C-006C 的特性 

電壓 6V 

最大扭力 40N-m 

輸出功率 14.5W 

無負載下轉速 4700rpm 

無負載下電流 0.17A 

最大轉速 5000rpm 

最大電流 3.4A 

 

3.2.2 伺服機 

 

 TXT-1 可配備三個伺服機，其中兩個伺服機分別控制前後輪的轉向，另一個則是

控制TXT-1前行與後退速度。轉向部分的伺服機是採用雷虎DS-1015，供給電壓4.8~6V，
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6V時最大扭力為 14.5kg-cm。FUTABA S3003則控制車速，操控者透過遙控器改變S3003

位置，當 S3003 轉至不同位置會改變電流流至馬達的路徑，不同的路徑有不同的電阻，

因此控制 S3003 的位置可改變直流馬達的供給電壓，使 TXT-1 產生不同的速度。 

 

表 2 伺服機 DS-1015 與 S3003 的特性 

 DS-1015 S3003 

大小 41.8×20.6×39.6(mm) 40.4×19.8×36(mm) 

重量 66g 37.2g 

電壓 4.8~6V 4.8~6V 

最大扭力 14.5kg-cm(6V) 3.2kg-cm(4.8V) 
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3.3  感測器 

 
 為了貼近一般車輛不足轉向(under-steer)[13]的特性，透過配重，使實驗平台的質心

座落於車輛中心點朝前輪方向 1cm 左右，並加裝加速度計與陀螺儀量測質心位置的側

向加速度和旋轉速度，在伺服機下方裝置角度電位檢測計可以量得前、後輪轉向角度，

編碼器則掛載於直流馬達後方，用以估測車輛的速度。 

 

3.3.1 陀螺儀 

 

 使用單軸陀螺儀 PR0021，其核心晶片為 ADXRS300[14]，可量測至േ300 度/秒，

輸出為類比訊號，操作電壓為 4.75V~5.25V，靈敏度約為 5mV/度/秒，用以量測車輛的

旋轉速度。 

V୭୳୲:感測器輸出的電壓(V) 

Vୟ୴:物理值為零時感測器的輸出電壓(V) 

旋轉速度r ൌ V౥౫౪ିV౗౬
଴.଴଴ହ

ሺ度 秒ൗ ሻ            (18) 

   

 

            圖 8 陀螺儀 PR0021 
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表 3 陀螺儀 PR0021 的特性 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.3.2 加速度計 

 

三軸加速度計 AGB3_V2[15]，與陀螺儀相同皆為類比訊號方式輸出，靈敏度為 800mV/G，

操作電壓 3.3V，可量測車輛的側向加速度。 

側向加速度a୷ ൌ V౥౫౪ିV౗౬
଴.଼

ሺGሻ            (19) 

 

 

圖 9 加速度計 AGB3_V2 

 

 

量測範圍 ±300 度/秒 

靈敏度 5mV/度/秒 

頻寬 0.04kHz 

操作電壓 4.75~5.25V 

消耗電流 6mA 

輸出範圍 0.25~4.75V 

大小 18×18(mm) 
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表 4 加速度計 AGB3_V2 的特性 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

3.3.3 角度電位檢測計 

 

使用兩個角度電位檢測計分別固定於前、後輪轉向伺服機的下方，量測前、後輪

轉向角度。MIDORI 系列的 QP-2H 可以量測±45 度，操作電壓為 4.5~5.5V，輸出為類

比訊號，其靈敏度為 44mV/度。 

前(後)輪角度δ୤ሺδ୰ሻ ൌ V౥౫౪ିV౗౬
଴.଴ସସ

ሺ度ሻ 

 

 

               圖 10 角度電位檢測計 

 

量測範圍 ±1.5G 

靈敏度 800mV/G 

頻寬 0.35kHz 

操作電壓 3.3V 

消耗電流 7mA 

輸出範圍 3V(最大) 

大小 15×13(mm) 
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表 5 角度電位檢測計的特性 

 

 

 

 

 

 

 

3.3.4 編碼器 

 

 搭配直流馬達 3557C，編碼器使用 FAULHABER 系列的 HEDS5500，輸出為高 4V

低 0.4V 的方波訊號，操作電壓 4.5~5.5V，可量測至 0.18 度，編碼器提供 3557C 的旋

轉角度，馬達角度經一次差分後可得馬達轉速，再乘以齒輪比與輪胎直徑換算得車輛

行駛速度。 

 

表 6 編碼器的特性 

精確度 0.18 度 

操作電壓 4.5~5.5V 

消費電流 17mA 

頻寬 100kHz 

輸出 0.4~4V 方波 

 

 

 

 

量測範圍 ±45 度 

靈敏度 44mV/度 

操作電壓 4.5~5.5V 

消耗電流 10mA 

輸出範圍 (0.1~0.9)×Vcc(操作電壓) 
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3.4 數位訊號處理器與其他周邊電路 

 

 本節介紹的數位訊號處理器為實驗平台之硬體控制器，然而欲達到接收資訊與發

送控制命令則必須藉由某些周邊電路方能與感測器、致動器溝通。利用 SD 卡儲存各個

感測器的實驗數據可使後續的資料分析更為方便。 

 

3.4.1 數位訊號處理器 

 

 本論文使用 DSP 晶片是德州儀器公司 TMS320 系列 F2812[16]，運算速度為

150MHz，晶片裝置於美商 Spectrum Digital 所生產的eZdspTM F2812[17]開發板，操作

電壓為 5V，並利用德州儀器提供的C2000ଶ工具軟體 Code Composer driver[18]完成程式

的編譯與除錯。設計完成之控制器程式碼將燒入於 DSP 快閃記憶體，實驗時利用 DSP

的 12bit 類比-數位轉換(ADC)接收類比訊號輸出的感測器資訊，並且送出 PWM 訊號控

制致動器，而編碼器訊號可由 DSP 上的解碼電路(QEP)取得，並透過串列匯流排(SPI)，

將所有感測器數據傳送至 SD 卡儲存。然而實際架構時發現，DSP 的輸入、輸出訊號範

圍皆是 0~3.3V，須通過升、降壓電路方能與編碼器、伺服機溝通，而類比訊號在進入

ADC 前必須先通過抗交疊濾波器(Anti-aliasing filter)，於以下的小節中，會持續介紹這

些相關的電路。 
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圖 11 F2812 DSP 

 

3.4.2 SD 記憶卡 

 

 SD 記憶卡[19]是一種低成本的資料平台和通訊介面，利用串列匯流排傳輸其頻率

可達 20MHz，操作電壓為 2.7V~3.6V，寫/讀電流只有 27mA 與 23mA，功率很低。SD

記憶卡最基本的儲存單位為 8bit(0~255)的位元組，若超過 255 的數字則必須占用兩個

儲存單位以 16bit(0~65535)來表示，SD 卡中每 512 個位元組構成一個區塊(sector)，在

每次讀/寫時會處理一整個區塊的資料，此為讀/寫的基本單位。實驗時，由感測器得到

車輛前、後輪轉向角度，車輛旋轉速度、側向加速度以及行進速度，將這些資訊一併

寫入 SD 卡中，透過 MATLAB 的分析，即可知道車輛行進間的各個狀態。 

 

圖 12 SD 記憶卡 
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3.4.3 電壓轉換 IC 

 

 由於編碼器輸出為高4V低0.4V的方波訊號，而DSP輸入與輸出訊號最高為3.3V，

故編碼器須透過一個降壓 IC 方能與 DSP 連接，在此，使用德州儀器出產的 AM26LV32C

這顆 IC 完成此項工作，AM26LV32C 操作電壓為 3.3V，允許輸入範圍-0.3V~5.5V，輸

出邏輯高電位是 3.3V，頻寬為 32MHz。同樣的，DSP 輸出邏輯高電位 3.3V 的 PWM

訊號亦須透過 HC541 這顆 IC 將邏輯高電位升至 5V 才能控制伺服機，HC541 也是德州

儀器公司出產，操作電壓為 2~6V，輸入範圍亦是 2~6V，HC541 可將輸入訊號的邏輯

高電位轉成操作電壓，因此，使用 HC541 的操作電壓與伺服機同為 5V。 

 

表 7 電壓轉換 IC 的特性 

 AM26LV32C HC541 

操作電壓 3.3V 2~6V 

輸入 -0.3~5.5V 2~6V 

輸出 3.3V Vcc(操作電壓) 

 

3.4.4 抗交疊濾波器(Anti-aliasing filter) 

 

 本論文使用二階低通巴特沃茲濾波器(Butterworth filter)來實現抗交疊濾波器，類

比訊號輸出的感測器有四個，因此共需要四組抗交疊濾波器與 DSP 連接， 

然而陀螺儀及兩個角度電位檢測器的輸出電壓最高可達 4.5V，所以與這三個感測器連

接的抗交疊濾波器後方需再串接一個增益約為 0.6 倍的放大器，其電路圖如下。 
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圖 13 抗交疊濾波器電路圖 

 

R=1MΩ可變電阻 

C2=2C1，C1=0.47µF 

截止頻率ω ൌ ଵ
ோ√஼ଵ஼ଶ

 

在此，可變電阻調為 0.1MΩ，故ω ൌ 15.045 rad/s ൌ 2.39Hz 

 

 

圖 14 放大器電路圖 

放大電路增益G ൌ ିଵ଺଴
ଶ଻଴

ൈ ିଵ଼଴
ଵ଼଴

ൌ 0.593 
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圖 15 抗交疊濾波器串接放大器電路圖 

 

 

3.4.5 電源配置 

 

 實驗平台共配載了五顆電池，電池 1 為輸出 5V 之鋰電池，作為 DSP 開發板的供

給電源。電池 2 為 7.2V 之鎳氫電池，用來推動實驗平台上的直流馬達。電池 3、4、5

皆為 4.8V 之鎳氫電池，其中，角度編碼器與控制轉向的伺服機將使用電池 3 為供給電

源，而電池 4、5 將串聯使用，並且使串連後的電壓中位、電池 3 之地電位和 DSP 開發

板之地電位互相連接，故電池 4 提供實驗平台-4.8V~0V 之電位，電池 5 則提供 0V~4.8V

之電位，-4.8V 與 4.8V 將供給抗交疊濾波器與放大電路中的運算放大器使用，由於電

池 5 與 DSP 開發版之地電位相同，故陀螺儀、加速度計、兩個角度電位檢測計與轉壓

IC 之電源皆使用電池 5。 

 

3.4.6 完整的硬體控制流程 

 

 將上述的致動器、感測器、DSP 與相關電路安裝至 TXT1 並完成電源配置後，於
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TXT1 行駛的同時，加速度計、陀螺儀與角度電位檢測計的訊號通過抗交疊濾波器後由

DSP 的 ADC 取得，而編碼器的訊號則先通過 AM26LV32C 後進入 DSP。取得車輛的側

向加速度、旋轉速度、車速及前後輪轉向角度等資訊後，DSP 的工作一方面將這些感

測器量得的值傳進 SD 記憶卡儲存，一方面將值代入燒錄於 DSP 的控制器計算得到前

後輪轉向角，並發出 PWM 訊號通過 HC541 以控制伺服機。 

 

 

圖 16 完整硬體的斜視圖 

 

 

 

圖 17 完整硬體的側視圖，右方為遙控器 
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圖 18 硬體架構圖 
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第四章 實驗車輛的轉移函數 

 

本章節敘述如何透過實驗的方式尋找實驗平台的轉移函數，實驗使用第三章建構

完成的硬體定速行駛於固定材質的路面，並記錄輸入(前、後輪轉向角度)和輸出(側向

加速度、旋轉速度)資料，由於感測器輸出帶有一定程度的雜訊，故利用 ARX 模型配

合最小平方法求得輸入與輸出之間的關係，透過 Matlab 程式 System Identification 

Toolbox[20][21]協助，找出一個與腳踏車模型相似的轉移函數。 

 

4.1  ARX 模型與轉移函數的實驗 

 

 將系統的輸入輸出用一個簡單的差分方程表式: 

yሺtሻ ൅ aଵyሺt െ 1ሻ ൅ ڮ ൅ a୬౗yሺt െ nୟሻ ൌ bଵuሺt െ n୩ሻ ൅ ڮ ൅ b୬ౘuሺt െ n୩ െ nୠ ൅ 1ሻ ൅ eሺtሻ (20) 

 

其中eሺtሻ為白雜訊(white-noise)，nୟ為極點數目，nୠ െ 1 為零點數目，n୩為輸入對 

輸出的延遲，(20)式稱為 ARX 模型(Auto-Regressive eXogeneous model)。 

 

在此考慮兩個多項式 

Aሺzሻ ൌ 1 ൅ aଵzିଵ ൅ ڮ ൅ a୬౗zି୬౗ 

Bሺzሻ ൌ bଵzିଵ ൅ ڮ ൅ b୬ౘzି୬ౘାଵ 

則(20)式可改寫成Aሺzሻyሺtሻ ൌ Bሺzሻuሺt െ n୩ሻ ൅ eሺtሻ  

定義參數向量θ ൌ ൣaଵ  aଶ ڮ a୬౗  bଵ ڮ  b୬ౘ൧T
         (21) 

令系統轉移函數 G൫z，θ൯ ൌ Bሺ୸ሻ
Aሺ୸ሻ            (22) 

雜訊轉移函數 H൫z，θ൯ ൌ ଵ
Aሺ୸ሻ

            (23) 
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則 yሺtሻ ൌ G൫z，θ൯uሺt െ n୩ሻ ൅ H൫z，θ൯eሺtሻ         (24) 

定義輸入輸出資料向量 

φሺtሻ ൌ ሾെyሺt െ 1ሻ ڮ െ yሺt െ nୟሻ  uሺt െ n୩ሻ ڮ uሺt െ n୩ െ nୠ ൅ 1ሻሿT     (25) 

 

根據[22]中的定義，於時間(t-1)時，一步領先的輸出預測值yොሺt|θሻ為 

yොሺt|θሻ ൌ Hିଵ൫z，θ൯G൫z，θ൯uሺt െ n୩ሻ ൅ ൣ1 െ Hିଵ൫z，θ൯൧yሺtሻ      (26) 

其中，G൫z，θ൯為系統轉移函數，H൫z，θ൯為雜訊轉移函數，uሺt െ n୩ሻ與 yሺtሻ 

為輸入和輸出狀態，θ則是參數向量。 

將(22)、(23)代入(26)中，得 

yොሺt|θሻ ൌ Bሺzሻuሺt െ n୩ሻ ൅ ሾ1 െ Aሺzሻሿyሺtሻ          (27) 

將(21)、(25)代入(27)中，得到 

yොሺt|θሻ ൌ θTφሺtሻ ൌ φTሺtሻθ             (28) 

 

(28)式可知，系統一步領先預測值與參數向量的線性關係，故 ARX 模型又稱線性回歸

模型(linear regressive model)。 

 

 

 本研究利用 ARX 模型求得實驗平台的轉移函數，並希望轉移函數的形式與腳踏車

模型相似，這與nୟ、nୠ、n୩的設定有關，以下分為兩個部分討論。 

 

考慮δ୤對 r的轉移函數: 

回顧(14)式，δ୤對 r的轉移函數其分母為二階，分子是一階。 

設nୟ ൌ 2，nୠ ൌ 1，n୩ ൌ 1 

rሺtሻ ൌ ୠభ
ଵାୟభ୸షభାୟమ୸షమ δ୤ሺt െ 1ሻ ൌ ୠభ୸షభ

ଵାୟభ୸షభାୟమ୸షమ δ୤ሺtሻ ൌ ୠభ୸
୸మାୟభ୸ାୟమ

δ୤ሺtሻ  

透過雙線性轉換z ൌ ଵାሺTౚ/ଶሻୱ
ଵିሺTౚ/ଶሻୱ

 ൫Tୢ 為取樣時間൯，將上式轉換為連續時間的轉移函數: 
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୰ሺୱሻ
ஔ౜ሺୱሻ

ൌ
ୠభ

భశሺTౚ/మሻ౩
భషሺTౚ/మሻ౩ 

൬
భశሺTౚ/మሻ౩
భషሺTౚ/మሻ౩ ൰

మ
ାୟభ

భశሺTౚ/మሻ౩
భషሺTౚ/మሻ౩ାୟమ

ൌ ୠభሺଵାሺTౚ/ଶሻୱሻሺଵିሺTౚ/ଶሻୱሻ
ሺଵାሺTౚ/ଶሻୱሻమାୟభሺଵାሺTౚ/ଶሻୱሻሺଵିሺTౚ/ଶሻୱሻାୟమሺଵିሺTౚ/ଶሻୱሻమ  

發現分母為二階，但分子會出現sଶ項，與(14)式不符。 

 

設nୟ ൌ 2，nୠ ൌ 2，n୩ ൌ 0，令輸入 uሺtሻ ൌ δ୤ሺtሻ ൅ δ୤ሺt െ 1ሻ  

rሺtሻ ൌ ୠభାୠమ୸షభ

ଵାୟభ୸షభାୟమ୸షమ uሺtሻ ൌ ୠభାୠమ୸షభ

ଵାୟభ୸షభାୟమ୸షమ ൫δ୤ሺtሻ ൅ δ୤ሺt െ 1ሻ൯  

ൌ ୠభାୠమ୸షభ

ଵାୟభ୸షభାୟమ୸షమ ሺ1 ൅ zିଵሻδ୤ሺtሻ ൌ ୠభ୸మାሺୠభାୠమሻ୸ାୠమ
୸మାୟభ୸ାୟమ

δ୤ሺtሻ ൌ ሺ୸ାଵሻሺୠభ୸ାୠమሻ
୸మାୟభ୸ାୟమ

δ୤ሺtሻ  

則離散時間轉移函數出現 z=-1 之零點，經雙線性轉換: 

 ୰ሺୱሻ
ஔ౜ሺୱሻ ൌ

ୠభቌ
భశ൬

Tౚ
మ ൰౩

భష൬
Tౚ
మ ൰౩

 ቍ

మ

ାሺୠభାୠమሻ
భశ൬

Tౚ
మ ൰౩

భష൬
Tౚ
మ ൰౩

ାୠమ

ቌ
భశ൬

Tౚ
మ ൰౩

భష൬
Tౚ
మ ൰౩

 ቍ

మ

ାୟభ
భశ൬

Tౚ
మ ൰౩

భష൬
Tౚ
మ ൰౩

ାୟమ

  

ൌ ሺୠభିୠమሻTౚୱାଶሺୠభାୠమሻ
ሺଵାሺTౚ/ଶሻୱሻమାୟభሺଵାሺTౚ/ଶሻୱሻሺଵିሺTౚ/ଶሻୱሻାୟమሺଵିሺTౚ/ଶሻୱሻమ  

上式分母仍為二階，分子的最高次則為 s 項，符合(14)式，這是因為 z=-1 之零點經雙

線性轉換後應對應到 s=∞，故連續時間轉移函數之分子將比分母少一階。 

將δ୤代換成δ୰，推導方式不變，可得δ୰對 r轉移函數的參數設定與δ୤對 r的設定相同。 

 

考慮δ୤對a୷的轉移函數: 

回顧(14)式，δ୤對a୷的轉移函數其分母為二階，分子亦是二階。 

設nୟ ൌ 2，nୠ ൌ 3，n୩ ൌ 0  

a୷ሺtሻ ൌ ୠభାୠమ୸షభାୠయ୸షమ

ଵାୟభ୸షభାୟమ୸షమ δ୤ሺtሻ ൌ ୠభ୸మାୠమ୸ାୠయ
୸మାୟభ୸ାୟమ

δ୤ሺtሻ  

透過雙線性轉換z ൌ ଵାሺTౚ/ଶሻୱ
ଵିሺTౚ/ଶሻୱ

 ，將上式轉為連續時間的轉移函數: 

ୟ౯ሺୱሻ
ஔ౜ሺୱሻ

ൌ ୠభሺଵାሺTౚ/ଶሻୱሻమାୠమሺଵାሺTౚ/ଶሻୱሻሺଵିሺTౚ/ଶሻୱሻାୠయሺଵିሺTౚ/ଶሻୱሻమ

ሺଵାሺTౚ/ଶሻୱሻమାୟభሺଵାሺTౚ/ଶሻୱሻሺଵିሺTౚ/ଶሻୱሻାୟమሺଵିሺTౚ/ଶሻୱሻమ   

上式中分母與分子皆為二階，符合(14)式。將δ୤代換成δ୰亦可得相同結果。 
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 輸入輸出資料向量φሺtሻ是由實驗得知，實驗時車速保持約 120cm/s，δ୤由操控者透

過遙控器恣意給定角度，δ୰由 DSP 晶片控制，其角度變化為耦和的弦波。考慮一般車

輛正常行駛時，其頻率響應約略低於 1Hz，在此選擇取樣頻率約為車輛動態頻率的 100

倍，故令取樣間隔時間為 0.0122 秒。利用 SD 卡儲存每取樣時間點

δ୤、δ୰、a୷、r 與車速ν的資訊。 

 

下圖為某次實驗的數據: 

 

圖 19 車速 

 

圖 20 前、後輪轉向角度 
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圖 21 旋轉速度與側向加速度 

 

由圖 19 可知，車輛定速行駛的時間約為 50 秒，52 秒左右的震盪現象應是車輛停止時，

實驗者觸碰到實驗平台使車輛有些許倒退，則直流馬達反轉會造成 DSP 中的 QEP 電路

解碼錯誤。欲求得定速下的車輛轉移函數，擷取第 500 筆至第 3500 筆(即 6.1 秒至 42.7

秒)δ୤、δ୰、r、a୷資料為(28)式之yොሺt|θሻ、φሺtሻ，令n୩ ൌ 0， 

則 n+1 筆一步領先的輸出資料向量yො୬ାଵሺt|θሻ ൌ ൦

yሺtሻ
yሺt െ 1ሻ

ڭ
yሺt െ nሻ

൪         

 φሺtሻ ൌ ൥
െyሺt െ 1ሻ ڮ െyሺt െ nୟሻ     uሺtሻ ڮ uሺt െ nୠ ൅ 1ሻ

ڭ
െyሺt െ n െ 1ሻ ڮ െyሺt െ n െ nୟሻ     uሺt െ nሻ ڮ uሺt െ n െ nୠ ൅ 1ሻ

൩  

利用多輸入多輸出 ARX 模型與最小平方法(LSE)[22]可得系統之參數向量θ，並透過雙

線性轉換，得到車輛連續時間的轉移函數。 

ቂa୷
r ቃ ൌ ൤Tଵଵሺsሻ Tଵଶሺsሻ

Tଶଵሺsሻ Tଶଶሺsሻ൨ ൤δ୤
δ୰

൨  

Tଵଵሺsሻ ൌ ଻.଻ହୱమା଼ହ.଴ହୱାଵ଴ଷ଴.଴଴
ୱమାଵଵ.ଵଶୱାଵ଺ସ.଻ଵ

     Tଵଶሺsሻ ൌ ଷ.ସଷୱమାଵ଴଻.ଵହୱି଼଻ଷ.ସସ
ୱమାଵଵ.ଵଶୱାଵ଺ସ.଻ଵ

    

Tଶଵሺsሻ ൌ  ଺.ଷଷ ୱ ା ଷ଺ଷ.଴ଽ
ୱమାଵଵ.ଵଶୱାଵ଺ସ.଻ଵ

     Tଶଶሺsሻ ൌ   ିଽ.଼ସ ୱ ି ଶ଻ଽ.ଵ଺
ୱమାଵଵ.ଵଶୱାଵ଺ସ.଻ଵ
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將量測到的δ୤、δ୰代入上式轉移函數中算得一組估測的r、a୷，與實際量測值(圖 21)比

較可以驗證轉移函數的準確度。 

 

圖 22 旋轉速度的量測值與估測值比較 

 

圖 23 側向加速度的量測值與估測值比較 

 

紅線是估測值，藍線是實際量測值，兩者差異越小表示求得的轉移函數描述車輛動態

越準確，上二圖中，紅、藍線大致重疊，算是估測較佳的代表類型。上述是利用 ARX

模型針對單次實驗估測轉移函數，然而每次實驗估測的轉移函數皆不同，為了求得一

組具代表性的轉移函數，4.2 節將一次估測多筆實驗數據，並驗證所得轉移函數的精確

度。 
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4.2  整合多筆實驗結果與驗證 

 

 考慮一次估測多筆輸入輸出資料所得轉移函數應更具參考價值，重複 4.1 節實驗方

式，令實驗的取樣時間間隔皆為 0.0122 秒，於 40 次求得轉移函數的實驗當中，發現轉

移函數的階數皆與(14)式相同，但係數的正負號卻不一定與(14)式一致，故選擇 15 筆輸

入輸出資料其 ARX 模型估測轉移函數效果較佳且係數的正負號與(14)式相同，附錄的

表 8 為 15 筆資料個別估測的轉移函數。 

 

整理表 8 的 15 筆實驗輸入輸出資料: 

 yො୬ାଵሺt|θሻ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ yଵሺtሻ

ڭ
yଵହሺtሻ

yଵሺt െ 1ሻ
ڭ

yଵହሺt െ n ൅ 1ሻے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

   

 

φሺtሻ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ െyଵሺt െ 1ሻ ڮ െyଵሺt െ nୟሻ     uଵሺtሻ ڮ uଵሺt െ nୠ ൅ 1ሻ

ڭ
െyଵହሺt െ 1ሻ ڮ െyଵହሺt െ nୟሻ     uଵହሺtሻ ڮ uଵହሺt െ nୠ ൅ 1ሻ
െyଵሺt െ 2ሻ ڮ െyଵሺt െ 1 െ nୟሻ     uଵሺt െ 1ሻ ڮ uଵሺtെnୠሻ
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其中，n+1 為一步領先輸出資料的長度，底標 1~15 代表 15 次不同的實驗數據。 

同樣利用多輸入多輸出 ARX 模型與 LSE 求得參數向量θ，經雙線性轉換可以得連續時

間的轉移函數。 

 

Tଵଵሺsሻ ൌ ଻.଺଺ୱమା଻ଵ.଴଺ୱାଷହଷ.ଶଶ
ୱమାଽ.ସ଼ୱାସଵ.ଷଶ

             (29) 

Tଵଶሺsሻ ൌ ଼.ସଵୱమାଷଵ.଼଺ୱିଶସ଻.ହ
ୱమାଽ.ସ଼ୱାସଵ.ଷଶ

             (30) 

Tଶଵሺsሻ ൌ ଶଷ.଻ହୱାସ଺.଻଺
ୱమାଽ.ସ଼ୱାସଵ.ଷଶ

              (31) 
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Tଶଶሺsሻ ൌ ିଵ଻.ଶଽୱିସ଴.଼ସ
ୱమାଽ.ସ଼ୱାସଵ.ଷଶ

              (32) 

 

     圖 24 Tଵଵሺsሻ、Tଵଶሺsሻ之波德圖 

 

 

     圖 25 Tଶଵሺsሻ、Tଶଶሺsሻ之波德圖 

 

由於本實驗平台為實車 1/10 比例縮小，故實驗平台的波德圖可以與圖 2、圖 3 中車速

為 12m/s 之圖形相互參照，圖 25 中，Tଶଵሺsሻ之頻寬約為 4.7Hz，Tଶଶሺsሻ之頻寬約為 3.8Hz，

兩系統頻寬皆大於一般車輛。 
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上述的轉移函數是同時估測 15 次實驗得到，應更能代表車輛的動態行為，以下分三個

部分驗證其精確度。 

驗證一:選擇上述 15 次實驗中的一筆輸入輸出資料，比較用來估測出(29)~(32)式之實驗

數據與此數據代入(29)~(32)式得估測值之間的誤差。以下例子為附錄的表 8 中實驗 14

之數據: 

 

 

圖 26 轉移函數驗證 1，實驗的車速 

 

 

圖 27 轉移函數驗證 1，實驗的前、後輪轉向角度 
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圖 28 轉移函數驗證 1，實驗的旋轉速度，實際值與估測值比較圖 

 

 

圖 29 轉移函數驗證 1，實驗的側向加速度，實際值與估 

  測值比較圖 
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圖 30 轉移函數驗證 1，旋轉速度與側向加速度之實驗值與估測值

誤差 

 

由圖 28、29 發現，相位的部分實際值與估測值大體一致，增益的落差多出現於峰值部

分，r 的估測值於某些峰值較實際值來的低，而a୷的某些峰值其估測值高於實際值。圖

30 顯示整個實驗過程中，旋轉速度與側向加速度之誤差值，此誤差即實際值減去估測

值，於定速下，旋轉速度的平均誤差為10.69° s⁄ ，而側向加速度之平均誤差為25.35cm sଶ⁄ 。 
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驗證二:選擇一筆實驗資料估測出轉移函數之形式與腳踏車模型相似，但此轉移函數估

測效果較差故不被使用於表 8 中，比較此實驗數據與透過(29)~(32)式求得的估測值之間

的誤差。以下為此實驗資料估測出的轉移函數: 

Tଵଵሺsሻ ൌ ହ.଺଼ୱమା଺ଵ.ଵ଺ୱାସ଺ଽ.ଷ
ୱమାଵ଴.ଶଶୱାଵଵ଼.ସ

          Tଵଶሺsሻ ൌ ଵ଴.ଶ଺ୱమାହ଺.ସୱିଷ଴ଵ.ଷ
ୱమାଵ଴.ଶଶୱାଵଵ଼.ସ

    

Tଶଵሺsሻ ൌ ଵ.ସଷୱାଷହସ.ଶ
ୱమାଵ଴.ଶଶୱାଵଵ଼.ସ

                Tଶଵሺsሻ ൌ ିଷ.଺ସୱିଶ଻଼.ଵ
ୱమାଵ଴.ଶଶୱାଵଵ଼.ସ

  

此轉移函數之階數與正負號與(14)式相同。以下為實驗數據，並將實驗資料代入(29)~(32)

式，比較其實際值與估測值。 

 

圖 31 轉移函數驗證 2，實驗的車速 

 

圖 32 轉移函數驗證 2，實驗的前、後輪轉向角度 
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圖 33 轉移函數驗證 2，實驗的旋轉速度，實際值與估測值比較圖 

 

 

 

圖 34 轉移函數驗證 2，實驗的側向加速度，實際值與估測值比較

圖 
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圖 35 轉移函數驗證 2，旋轉速度與側向加速度之實驗值與估測值

誤差 

 

由圖 33、34 可知，實際值與估測值之相位部分表現相當近似，對照圖 35 可以發現，

旋轉速度與側向加速度之誤差最大值多出現在實驗值峰值部分，於定速下，旋轉速度

的平均誤差為 12.09° s⁄ ，而側向加速度之平均誤差為 33.11cm sଶ⁄ 。 
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驗證三: 選擇某次實驗估測的轉移函數其正負號不符合(14)式，比較此實驗數據與透過

(29)~(32)式求得的估測值之間的誤差。以下為此實驗資料估測出的轉移函數: 

Tଵଵሺsሻ ൌ ଻.ସଶୱమାଽସ.଼଼ୱାଵ଺ଽଷ.ଷ଼
ୱమାଵଶ.ଽ଻ୱାଶଷ଺.ସଶ

    Tଵଶሺsሻ ൌ ଺.ସ଻ୱమାଶହସ.ଷସୱିଵଵଶଽ.଼ହ
ୱమାଵଶ.ଽ଻ୱାଶଷ଺.ସଶ

   

Tଶଵሺsሻ ൌ ହ.଻ଽୱାସଶଷ.ସସ
ୱమାଵଶ.ଽ଻ୱାଶଷ଺.ସଶ

            Tଶଶሺsሻ ൌ ଷ.଻ଶୱିଷଷ଺.଻଴
ୱమାଵଶ.ଽ଻ୱାଶଷ଺.ସଶ

    

於Tଶଶሺsሻ的部分，分子的一階係數正負號與(14)式不同。將此實驗的輸入資料代入

(29)~(32)式，比較其估測值與實際量測值。 

 

圖 36 轉移函數驗證 3，實驗的車速 

 

圖 37 轉移函數驗證 3，實驗的前、後輪轉向角度 
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圖 38 轉移函數驗證 3，實驗的旋轉速度，實際值與估測值比較圖 

 

 

 

圖 39 轉移函數驗證 3，實驗的側向加速度，實際值與估測值比較

圖 
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圖 40 轉移函數驗證 3，旋轉速度與側向加速度之實驗值與估測值

誤差 

 

觀察圖 38、39，估測值的相位大致上符合實際值，對照圖 40 可以發現，旋轉速度與側

向加速度之誤差最大值仍是出現在實驗值峰值部分。於定速下，旋轉速度的平均誤差

為 11.85° s⁄ ，而側向加速度之平均誤差為 27.34cm sଶ⁄ 。 

經多次驗證可知，利用表 8 的實驗資料估測效果大多較驗證二、三所選用的實驗

資料好，由於峰值的部分估測值會出現較大誤差，所以實驗值的峰值數量對估測效果

也有影響，若驗證一之實驗值峰值個數偏多，即車輛持續處於劇烈震盪的情況，則平

均誤差值也可能會大於驗證二、三所使用的實驗資料。觀察多次驗證的結果，發現估

測值的相位頗接近實際量測值，增益的部分，落差則時常發生於峰值，但平均誤差的

差距不大，因此選擇(29)~(32)式為代表車輛的數學模型。 
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第五章 控制器設計與實驗 
 

    本章將使用第四章求得代表車輛的數學模型來設計控制器，此控制器使實驗平台

於定速行駛時，其側向加速度與旋轉速度可以追隨一組給定的參考訊號。為了便於控

制器的設計，於 5.1 節中，將原本為多輸入多輸出的車輛轉移函數解耦合為兩個單輸入

單輸出的模型。5.2 節是利用實驗的方式，了解更多關於感測器與車輛動態的資訊，實

驗所得的結論將一併考慮於 5.3 節控制器設計流程中。經模擬驗證後的控制器將套入於

硬體中實驗，並從實驗結果再對控制器增益進行調整，使輸出的側向加速度與旋轉速

度更貼近給定的參考訊號。本章節中，各個實驗的取樣時間間隔皆為 0.0976 秒，是第

四章系統判別實驗的 8 倍，由於第四章的實驗是為了求得實驗平台連續時間的轉移函

數，故選用較高的取樣頻率，而此章節控制器驗證的相關實驗中，必須回授陀螺儀與

加速度計之取樣值，經控制器計算後將發送週期為 0.019 秒的 PWM 訊號控制前、後輪

轉向伺服機，此控制訊號之週期為轉向伺服機的固有特性，相當接近第四章所使用的

取樣時間間隔，為了確保有效的控制轉向伺服機且避免控制流程中具上、下取樣(up 

sample、down sample)之情形使系統太過複雜，故本章實驗的取樣時間間隔提高為 0.0976

秒。由於代表實驗平台之數學模型為連續時間的轉移函數，故使用不同於第四章的取

樣頻率並不會影響控制流程。 

 

5.1  控制迴路的解耦合 

 

回顧 4.2 節，實驗平台的轉移函數: 

Tଵଵሺsሻ ൌ ଻.଺଺ୱమା଻ଵ.଴଺ୱାଷହଷ.ଶଶ
ୱమାଽ.ସ଼ୱାସଵ.ଷଶ

             (29) 

Tଵଶሺsሻ ൌ ଼.ସଵୱమାଷଵ.଼଺ୱିଶସ଻.ହ
ୱమାଽ.ସ଼ୱାସଵ.ଷଶ

             (30) 
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Tଶଵሺsሻ ൌ ଶଷ.଻ହୱାସ଺.଻଺
ୱమାଽ.ସ଼ୱାସଵ.ଷଶ

              (31) 

Tଶଶሺsሻ ൌ ିଵ଻.ଶଽୱିସ଴.଼ସ
ୱమାଽ.ସ଼ୱାସଵ.ଷଶ

              (32) 

 

a୷ ൌ Tଵଵሺsሻδ୤ ൅ Tଵଶሺsሻδ୰             (33) 

r ൌ Tଶଵሺsሻδ୤ ൅ Tଶଶሺsሻδ୰              (34) 

 

前、後輪轉向角度對於側向加速度與旋轉速度皆為多輸入多輸出系統，為了便於控制

器設計，將(33)、(34)式解耦合為兩個單輸入單輸出系統。 

 

令δ୤ ൌ െ Tభమሺୱሻ
Tభభሺୱሻ δ୰ ൅ ∆ଵ              (35) 

將(35)代入(33)式， 

a୷ ൌ Tଵଵሺsሻ ቀെ Tభమሺୱሻ
Tభభሺୱሻ δ୰ ൅ ∆ଵቁ ൅ Tଵଶሺsሻδ୰  

ൌ Tଵଵሺsሻ∆ଵ                (36) 

則新的輸入∆ଵ對側向加速度a୷為單輸入單輸出系統。 

 

將(35)代入(34)式， 

r ൌ Tଶଵሺsሻ ቀെ Tభమሺୱሻ
Tభభሺୱሻ δ୰ ൅ ∆ଵቁ ൅ Tଶଶሺsሻδ୰  

ൌ Tଶଵሺsሻ∆ଵ ൅ TమమሺୱሻTభభሺୱሻିTభమሺୱሻTమభሺୱሻ
Tభభሺୱሻ

δ୰   

ൌ Tଶଵሺsሻ∆ଵ ൅ TRሺsሻδ୰  

其中，TRሺsሻ ൌ TమమሺୱሻTభభሺୱሻିTభమሺୱሻTమభሺୱሻ
Tభభሺୱሻ

   

令δ୰ ൌ െ Tమభሺୱሻ
TRሺୱሻ

∆ଵ ൅ ∆ଶ              (37) 

r ൌ Tଶଵሺsሻ∆ଵ ൅ TRሺsሻ ቀെ Tమభሺୱሻ
TRሺୱሻ

∆ଵ ൅ ∆ଶቁ  

ൌ TRሺsሻ ∆ଶ  
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則新的輸入∆ଶ對旋轉速度 r 為單輸入單輸出系統。 

考慮(37)式,െ Tమభሺୱሻ
TRሺୱሻ

並不是嚴格真分有理函式，這是因為TRሺsሻ為分母四階而分子為三階

的系統，為了避免∆ଵ之高頻雜訊影響旋轉速度迴路的控制效能，故於TRሺsሻ加入一個新

的極點，使െ Tమభሺୱሻ
TR

ᇲ ሺୱሻ
之高頻增益呈現斜率為െ20 db dec⁄ 的下降趨勢。新加入的極點應比

主極點更遠離虛軸，使 TRሺsሻ加入極點並補償增益後其低頻特性不變。 

TR
′ ሺsሻ ൌ ସ଴

ୱାସ଴
TRሺsሻ   

透過െ Tమభሺୱሻ
TRሺୱሻ

與െ Tమభሺୱሻ
TR

ᇲ ሺୱሻ
之波德圖可以看出兩系統於低頻部分相當近似，在 0.9Hz 兩系統

增益差值約為 0.1db，相位差約 8 度，由於一般車輛動態屬於較低頻的響應，因而可以

改寫(37)式為: 

δ୰ ൌ െ Tమభሺୱሻ
TR

ᇲ ሺୱሻ
∆ଵ ൅ ∆ଶ  

r ൌ Tଶଵሺsሻ∆ଵ ൅ TRሺsሻ ቀെ Tమభሺୱሻ
TR
′ ሺୱሻ

∆ଵ ൅ ∆ଶቁ  

؆ TRሺsሻ ∆ଶ                (38) 

 

圖 41 െ Tమభሺୱሻ
TRሺୱሻ

之波德圖 
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圖 42 െ Tమభሺୱሻ
TR
′ ሺୱሻ

之波德圖 

 

由(36)、(38)式可知，系統解耦合為: 

ቂa୷
r ቃ ൌ ൤Tଵଵሺsሻ 0

0 TRሺsሻ൨ ൤∆ଵ
∆ଶ

൨   

∆ଵൌ δ୤ ൅ Tభమሺୱሻ
Tభభሺୱሻ δ୰  

∆ଶൌ δ୰ ൅ Tమభሺୱሻ
TR

ᇲ ሺୱሻ
∆ଵൌ Tమభ

TR
′ δ୤ ൅ ቀ1 ൅ TభమTమభ

TభభTR
′ ቁ δ୰  

11T

21T'
R

1

T
−

RT

Δ1

Δ2

ya

r

11T

RT
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r
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R

T

T

12 21

'

11 R
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1
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圖 43 兩個等效的方塊圖。左圖為系統解耦合的流程圖，右圖為前、後輪轉向角度

與輸出之關係 

上圖中兩個單輸入單輸出迴路分別稱為側向加速度迴路與旋轉速度迴路。 
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5.2   初步實驗 

 

    此節中設計了三個不同的實驗，希望透過實際的車輛響應了解更多關於感測器與

車輛動態的資訊，這將有助於後續的控制器設計，實驗的部分分為靜態實驗、初步控

制器實驗與動態實驗。 

 

5.2.1 靜態實驗 

 

    靜態實驗的方式為量測實驗平台靜止狀態下，即前、後輪轉向角度、車輛旋轉速

度與側向加速度理論值為零時，感測器的輸出數據，藉此了解陀螺儀、加速度計與兩

個角度電位檢測計的精確度，若感測器輸出值與理論值差距越大，則表示此感測器的

精確度較差。實驗的取樣時間間隔為 0.0976 秒。 

 

 

圖 44 前、後輪角度電位檢測計靜態下的輸出 

 

於靜止狀態下，前輪的角度電位檢測計輸出範圍約正負 0.5 度，後輪角度電位檢測計輸
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出約在正負 0.2 度之間。 

 

圖 45 陀螺儀與加速度計於靜態下的輸出 

 

 

    圖 46 陀螺儀與加速度計於靜態下輸出的頻譜 

 

陀螺儀於靜態下輸出範圍約正負 2 度/秒，而加速度計量得的側向加速度輸出約在正負

15cm sଶ⁄ 之間。由圖 46 可知陀螺儀靜態輸出之頻率較雜亂，而加速度計靜態輸出之頻

率較集中於低頻部分，這兩個感測器輸出值將回授至後續設計的控制器運算。 
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5.2.2 初步的控制器實驗與帶通濾波器設計 

 

    5.1 節中，代表實驗平台的轉移函數解耦合為兩個單輸入單輸出系統，於此小節分

別對這兩個系統設計簡單的控制器，使閉迴路系統穩定，將控制器套入實驗平台，並

且令輸入參考值為零，於實驗平台定速前進時分析感測器的數據，藉此了解感測器雜

訊對控制流程的影響。 
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圖 47 初步控制系統的方塊圖 

 

上圖為解耦合後系統與初步設計控制器的方塊圖，Cଵ、Cଶ分別為側向加速度迴路與旋

轉速度迴路之初步控制器，回授路徑上的低通濾波器則是為了過濾加速度計與陀螺儀

輸出的高頻雜訊。本實驗平台為十分之一比例縮小的車輛，故實驗平台 120cm/s 的速

度模擬成一般車輛的車速約為 12m/s，回顧 2.1 節一般車輛波德圖，車速為 12m/s 時，

輸入對旋轉速度轉移函數之頻寬約為 2.4Hz，考慮 5.2.1 節中，感測器頻率大於 2Hz 仍

有相當程度的雜訊輸出，因此選擇低通濾波器之截止頻率為 2Hz。 
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Cଵ ൌ ଴.ହ
ୱାଵ

  

Cଶ ൌ െ0.3 ୱା଴.ହ
ୱାଵ

  

Low pass filter ൌ ଶ଴଻.ଽ଻
ୱమାଶ଴.ଷଽୱାଶ଴଻.ଽ଻

   

側向加速度迴路加入控制器後的增益邊限(gain margin)為 6.00db，相位邊限(phase 

margin)為 76.80 度，旋轉速度迴路加入控制器後的增益邊限為 3.78db，相位邊限為 81.23

度，兩迴路皆為穩定，下圖為加入控制器後兩迴路之閉迴路系統波德圖。 

 

圖 48 加入初步控制器後，側向加速度迴路的波德圖 

 

 

圖 49 加入初步控制器後，旋轉速度迴路的波德圖 



 

53 
 

加入控制器後，側向加速度迴路之低頻增益約為 0db，而旋轉速度迴路低頻增益較小，

可以預期輸出的旋轉速度追蹤低頻參考訊號之效果應較差，即命令致動器轉向角度應

較小。將控制器套入實驗平台，實驗時，車速保持 120cm/s，令輸入的參考值a୷_୰ୣ୤與r_୰ୣ୤

為零，取樣時間間隔為 0.0976 秒，並透過感測器與 SD 記憶卡記錄車輛行進間的各個

狀態。為了避免控制器算得的前、後輪轉向角度大於硬體限制(േ35度)，故設定前後輪

轉向角度大於േ30度時，轉角則維持在േ30度，稱為轉向飽和角度。 

 

圖 50 初步控制器實驗的車速 

 

 

圖 51 初步控制器實驗的側向加速度與旋轉速度 
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圖 52 初步控制器實驗的前、後輪轉向角度 

 

圖51中，旋轉速度與側向加速度在約4秒出現的峰值應該是車輛啟動瞬間的動態造成，

控制器在 7.3 秒時啟動，這時車速已保持約 120cm/s 速度前進。啟動控制器後，由圖

52 得知前、後輪持續轉向至飽和角度且維持不動，而分析多次實驗結果皆有這種情形

發生，回顧第三章(18)、(19)式，Vୟ୴為車輛處於靜態下感測器輸出的平均值，若Vୟ୴值

不夠精確，由(18)、(19)式算出的旋轉速度與側向加速度則帶有某偏差值，此偏差值在

整個控制流程中類似低頻雜訊，造成前、後輪轉向角度飽和。 

 為了避免Vୟ୴計算的偏差造成致動器飽和，將側向加速度迴路與旋轉速度迴路中，

回授路徑上的低通濾波器改用帶通濾波器取代。BP1 為置於側向加速度迴路的帶通濾

波器，通過頻率 0.25Hz~1.5Hz，增益為 0db，分別於 0.04Hz 與 3.5Hz 處增益降至-60db，

BP2 則是置於旋轉速度迴路的帶通濾波器，通過頻率 0.25Hz~2Hz，增益亦是 0db，分

別於 0.04Hz 與 5Hz 處增益降至-60db。BP1、BP2 之低頻的濾波特性相同，其截止頻率

是由多次實驗結果決定，而高頻部分的截止頻率考量類似 5.2.2 之低通濾波器，但其過

濾高頻雜訊之效果更強，由於加速度計輸出的誤差較大，故令 BP1 通過頻率之頻段較

短。 
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BP1 ൌ ିଵ.ଶଶൈଵ଴షమబୱభబିଵ.଼ଶൈଵ଴షభఴୱవାଵ.ଶଽൈଵ଴షభలୱఴା଻.ଷହൈଵ଴షభఱୱళାଷ.ଽଵൈଵ଴షభమୱలା଻.ଶଶൈଵ଴రୱఱ

ୱభబାଷ଴.ଷଶୱవାହଷଽ.ହୱఴା଺ଶସଷୱళାସ.ଽହൈଵ଴రୱలାଶ.ହ଺ൈଵ଴ఱୱఱା଻.ଽଵൈଵ଴ఱୱరାଵ.ହଽൈଵ଴లୱయ   

ି଼.଴ଷൈଵ଴షభబୱరା଺.ସ଻ൈଵ଴షవୱయା଺.଻଺ൈଵ଴షఴୱమାହ.ଶହൈଵ଴షఴୱିଶ.଺ଵൈଵ଴షళ

ଶ.ଶൈଵ଴లୱమାଵ.ଽ଼ൈଵ଴లୱାଵ.଴ସൈଵ଴ల   

BP2 ൌ ିଷ.ଵସൈଵ଴షభఴୱఴି଺.ଶ଼ൈଵ଴షభళୱళାହ.ସ଼ൈଵ଴షభఱୱలିଷ.଻ଵൈଵ଴షభరୱఱା଺.ହ଼ൈଵ଴రୱరିଶ.ହଶൈଵ଴షభబୱయ

ୱఴାସଵ.଼ହୱళାଽ଺଺.ଷୱలାଵ.ଷ଺ൈଵ଴రୱఱାଵ.଴ଽൈଵ଴ఱୱరାଷ.଴଼ൈଵ଴ఱୱయ   

ା଻.ହସൈଵ଴షవୱమିଵ.ଷ଻ൈଵ଴షఴୱିଵ.଼଼ൈଵ଴షళ

ସ.ଽ଼ൈଵ଴ఱୱమାସ.଼ଽൈଵ଴ఱୱାଶ.଺ହൈଵ଴ఱ   

 

 

圖 53 BP1 的波德圖 

 

 

圖 54 BP2 的波德圖 
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將帶通濾波器 BP1、BP2 分別取代側向加速度與旋轉速度迴路的低通濾波器，則新的

控制系統方塊圖如下。 
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圖 55 新的控制系統方塊圖 
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5.2.3 動態實驗與帶斥濾波器設計 

 

    本節將分析車輛直線前進時旋轉速度與側向加速度之響應，藉此了解車輛直行時

的動態。實驗時利用 DSP 發送 PWM 訊號令前、後輪轉向角度固定為零度，使車輛直

線前進，並且保持車速為 120cm/s，取樣時間間隔為 0.0976 秒。 

 

圖 56 動態實驗的車速 

 

圖 57 動態實驗的前、後輪轉向角度、旋轉速度與側向加速度 
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圖 58 動態實驗的旋轉速度與側向加速度頻譜 

 

圖 59 動態實驗的側向加速度頻譜放大圖 

 

前、後輪轉向角度、旋轉速度與側向加速度於兩秒左右的震盪應該是車輛啟動的動態

造成。觀察側向加速度的頻譜，峰值位在約 0.4Hz、0.8Hz 等倍頻處，於其他實驗結果

亦有類似情形發生，此現象極有可能是車輛滾動(roll)或傾動(pitch)所造成，這些動態並

沒有考慮在本論文所使用的二維腳踏車模型中，而旋轉速度的頻譜並沒有發現特別的

規律。在此，針對側向加速度迴路設計一個帶斥濾波器，於 0.4Hz與 0.8Hz增益降至-20db，

藉此過濾其他車輛動態造成的側向加速度響應。帶斥濾波器

NH ൌ ୱరା଴.ଶ଴ୱయାଷଵ.ହଽୱమାସ.ଵଷୱାଵହଽ.଺
ୱరାଶ.଴ୱయାଷଶ.ଶସୱమାସଵ.ଶ଼ୱାଵହଽ.଺

。   
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圖 60 NH 的波德圖 

 

將帶斥濾波器置入側向加速度迴路中，則圖 55 可改為下圖表示。 
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圖 61 具帶斥濾波器與帶通濾波器的控制系統方塊圖 
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5.3    控制器設計與實驗 

 

    綜合5.1、5.2節的結果，於解耦合後的控制流程中加入帶通濾波器與帶斥濾波器。

此節將針對這個新的流程設計控制器，使得輸出訊號可以追隨給定的參考值。控制器

經模擬驗證後，將控制程式燒錄於 DSP 的快閃記憶體開始硬體實驗。分析實驗數據並

與模擬值比較，重新調整控制器增益，使車輛動態更能符合給定的參考值。 

 

5.3.1 控制器設計 

 

    經 5.2 節的初步實驗，得到一個具有帶斥濾波器與帶通濾波器之控制流程(圖 61)，

本小節將針對此流程中的側向加速度迴路與旋轉速度迴路設計控制器，使輸出的車輛

動態可以追隨一組給定的參考訊號，回顧圖 61，初步控制器Cଵሺsሻ、Cଶሺsሻ皆分別由一個

前饋控制器與一個回授控制器取代，則圖 61 可更改為下圖表示。 
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圖 62 具前饋控制器與回授控制器之系統方塊圖 
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考慮圖 62 的側向加速度迴路: 

令回授控制器Cଵଵ ൌ 0.01 ୱାଵ଴
ୱାଷହ଴

            (39) 

前饋控制器Cଵଶ ൌ ଷ଴଴଴
ୱା଻

              (40) 

則開迴路系統CଵଵTଵଵ ൈ NH ൈ BP1之增益邊限為 500.13，相位邊限為無窮大。閉迴路系

統Cଵଶ ൈ CభభTభభൈNH
ଵାCభభTభభൈNHൈBPଵ

之波德圖如下。 

 

 

圖 63 側向加速度迴路之閉路系統波德圖 

 

觀察圖 63，除了 0.4Hz、0.8Hz 處增益降至約-20db 外，頻率低於 1.6Hz 之波德圖增益

約為-1db，這是因為側向加速度迴路中具一帶斥濾波器 NH，而頻率 4.7Hz 處增益降至

約-10db。 

 

考慮圖 62 的旋轉速度迴路: 

令回授控制器Cଶଵ ൌ െ0.05 ୱାଶ
ୱାସହ

            (41) 

前饋控制器Cଶଶ ൌ ଴.ଶହ
ୱାଵ

              (42) 

則開迴路系統CଶଵTR ൈ BP2之增益邊限為 1.25，相位邊限為 29.35 度。閉迴路系統
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Cଶଶ ൈ CమభTR
ଵାCమభTRൈBPଶ

之波德圖如下。 

 

圖 64 旋轉速度迴路之閉路系統波德圖 

 

觀察圖 64，頻率 0.4Hz 至 1.1Hz 之波德圖增益約為-3db，於 2.5Hz 處增益降至-10db。 

 

 以下將透過模擬的方式驗證控制器Cଵଵሺsሻ、Cଵଶሺsሻ、Cଶଵሺsሻ與Cଶଶሺsሻ之效能。為了解

決後續資料分析時因(18)、(19)式中Vୟ୴計算誤差，造成輸出的側向加速度與旋轉速度具

偏差值，故使用弦波作為輸入的測試訊號，藉此避免系統具有低頻響應，使後續分析

時感測器輸出值可利用帶通濾波器過濾低頻雜訊。由於側向加速度迴路之閉路系統於

0.4Hz、0.8Hz 增益太低，輸入之測試訊號頻率應避開這兩個頻段。由 5.2.1 節静態實驗

中可知，本研究所使用的陀螺儀與加速度計具有一定的誤差值，故輸入測試訊號之振

幅應在不使前、後輪轉向飽和的條件下越大越好。 

 

 

 

 

 

 



 

63 
 

令輸入 a୷_୰ୣ୤ ൌ 180 sinሺ2πftሻ  ሺcm sଶ⁄ ሻ        r_୰ୣ୤ ൌ 50 sinሺ2πftሻ  ሺ° ⁄ݏ ሻ 

f=0.6Hz、0.7Hz、0.9Hz 

模擬結果如下圖所示。 

 

f=0.6Hz 

 

圖 65 輸入參考訊號為 0.6Hz 之側向加速度與旋轉速度模擬圖 

 

 

圖 66 輸入參考訊號為 0.6Hz 之前、後輪轉向角度模擬圖 

 

 



 

64 
 

f=0.7Hz 

 

圖 67 輸入參考訊號為 0.7Hz 之側向加速度與旋轉速度模擬圖 

 

 

圖 68 輸入參考訊號為 0.7Hz 之前、後輪轉向角度模擬圖 
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f=0.9Hz 

 

圖 69 輸入參考訊號為 0.9Hz 之側向加速度與旋轉速度模擬圖 

 

圖 70 輸入參考訊號為 0.9Hz 之前、後輪轉向角度模擬圖 

 

由上述模擬可知，側向加速度與旋轉速度於三個不同的頻率皆可追隨給定的參考值，

且前、後輪轉向角度都不會轉至飽和(േ30 度)，旋轉速度模擬值與參考值的差異較側向

加速度的大，這是因為旋轉速度迴路之閉路系統增益於這三個頻率皆小於側向加速度

的增益。考慮到實驗平台之轉移函數不甚精確，為了避免硬體實驗的致動器飽和問題，

兩個迴路加入控制器後的低頻增益皆略小於 0db，故輸出的模擬值皆小於參考值，以下

兩個小節將利用實驗平台驗證控制器的效能。 
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5.3.2 實驗一 

 

    將控制器(39)~(42)燒錄於 DSP 快閃記憶體中，實驗時，車速保持 120cm/秒，取樣

時間間隔為 0.0976 秒，並將各個感測器的取樣值將傳入 SD 卡。 

令輸入參考訊號a୷_୰ୣ୤ ൌ 180 sinሺ2πftሻ ሺcm sଶሻ， r_୰ୣ୤ ൌ 50 sinሺ2πftሻሺ ° ⁄⁄ሻݏ  

其中，f=0.6Hz、0.7Hz、0.9Hz 

f=0.6Hz: 

 

圖 71 輸入參考訊號頻率 0.6Hz，前、後輪轉向角度實驗值 

 

圖 72 輸入參考訊號頻率 0.6Hz，側向加速度與旋轉速度之參考值與實驗值 
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圖 73 輸入參考訊號頻率 0.6Hz，側向加速度與旋轉速度之頻譜 

 

 

 

 

 圖 74 輸入參考訊號頻率 0.6Hz，實驗值與參考訊號誤差比較圖 
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f=0.7Hz: 

 

圖 75 輸入參考訊號頻率 0.7Hz，前、後輪轉向角度之實驗值 

 

 

 

 

圖 76 輸入參考訊號頻率 0.7Hz，側向加速度與旋轉速度之參考值與實驗值 
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圖 77 輸入參考訊號頻率 0.7Hz，側向加速度與旋轉速度之頻譜 

 

 

 

 

 圖 78 輸入參考訊號頻率 0.7Hz，實驗值與參考訊號誤差比較圖 
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f=0.9Hz: 

 

圖 79 輸入參考訊號頻率 0.9Hz，前、後輪轉向角度之實驗值 

 

 

 

 

圖 80 輸入參考訊號頻率 0.9Hz，側向加速度與旋轉速度之參考值與實驗值 
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圖 81 輸入參考訊號頻率 0.9Hz，側向加速度與旋轉速度之頻譜 

 

 

 

 

 圖 82 輸入參考訊號頻率 0.9Hz，實驗值與參考訊號誤差比較圖 

 

由上述三種頻率的實驗結果發現，旋轉速度與側向加速度實驗值的增益皆大於參

考值，故在下節的實驗中，將調整控制器的增益，嘗試令實驗平台之旋轉速度與側向

加速度更符合參考訊號。 
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5.3.3 實驗二 

 

    調降前饋控制器Cଵଶ、Cଶଶ之增益為原來的 0.7 倍。 

Cଵଶ ൌ 0.7 ൈ ଷ଴଴଴
ୱା଻

               (43) 

Cଶଶ ൌ 0.7 ൈ ଴.ଶହ
ୱାଵ

               (44) 

將控制器(39)、(41)、(43)、(44)燒錄於 DSP 快閃記憶體，實驗時車速保持 

120cm/s，取樣時間間隔為 0.0976 秒。以下將輸入兩種不同振幅的測試訊號分別於三個

頻率驗證調整增益後之控制器效能。 

 

參考訊號 1: a୷_୰ୣ୤ ൌ 180 sinሺ2πftሻ  ሺcm sଶ⁄ ሻ        r_୰ୣ୤ ൌ 50 sinሺ2πftሻ  ሺ° ⁄ݏ ሻ 

此參考訊號同實驗一，以驗證降低前饋控制器增益後的實驗效果。 

f=0.6Hz: 

 

 

圖 83 調整控制器增益後，輸入頻率 0.6Hz 的參考訊號 1，其側向加速度與旋轉

速度之參考值與實驗值 
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圖 84 調整控制器增益後，輸入頻率 0.6Hz 的參考訊號 1，其側向加速度與旋轉

速度之頻譜 

 

 

 

 

圖 85 調整控制器增益後，輸入頻率 0.6Hz 的參考訊號 1，實驗值與參考訊號誤

差比較圖 
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f=0.7Hz: 

 

 

圖 86 調整控制器增益後，輸入頻率 0.7Hz 的參考訊號 1，其側向加速度與旋轉

速度之參考值與實驗值 

 

 

 

 

圖 87 調整控制器增益後，輸入頻率 0.7Hz 的參考訊號 1，其側向加速度與旋轉

速度之頻譜 
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圖 88 調整控制器增益後，輸入頻率 0.7Hz 的參考訊號 1，實驗值與參考訊號誤

差比較圖 

 

 

 

f=0.9Hz: 

 

 

圖 89 調整控制器增益後，輸入頻率 0.9Hz 的參考訊號 1，其側向加速度與旋轉

速度之參考值與實驗值 
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圖 90 調整控制器增益後，輸入頻率 0.9Hz 的參考訊號 1，其側向加速度與旋轉

速度之頻譜 

 

 

 

 

圖 91 調整控制器增益後，輸入頻率 0.9Hz 的參考訊號 1，實驗值與參考訊號誤

差比較圖 
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參考訊號 2: a୷_୰ୣ୤ ൌ 220 sinሺ2πftሻ  ሺcm sଶ⁄ ሻ        r_୰ୣ୤ ൌ 60 sinሺ2πftሻ  ሺ° ⁄ݏ ሻ 

利用不同振幅之參考訊號 2 驗證控制器效能，選用此振幅之原因同 5.3.1 節，都是希望

輸入不會使前、後輪轉向飽和的條件下，振幅應越大越好。 

f=0.6Hz: 

 

圖 92 調整控制器增益後，輸入頻率 0.6Hz 的參考訊號 2，其側向加速度與旋轉

速度之參考值與實驗值 

 

 

圖 93 調整控制器增益後，輸入頻率 0.6Hz 的參考訊號 2，其側向加速度與旋轉

速度之頻譜 
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圖 94 調整控制器增益後，輸入頻率 0.6Hz 的參考訊號 2，實驗值與參考訊號誤

差比較圖 

 

 

 

 

f=0.7Hz: 

 

圖 95 調整控制器增益後，輸入頻率 0.7Hz 的參考訊號 2，其側向加速度與旋轉

速度之參考值與實驗值 
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圖 96 調整控制器增益後，輸入頻率 0.7Hz 的參考訊號 2，其側向加速度與旋轉

速度之頻譜 

 

 

 

 

圖 97 調整控制器增益後，輸入頻率 0.7Hz 的參考訊號 2，實驗值與參考訊號誤

差比較圖 
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f=0.9Hz: 

 

 

圖 98 調整控制器增益後，輸入頻率 0.9Hz 的參考訊號 2，其側向加速度與旋轉

速度之參考值與實驗值 

 

 

圖 99 調整控制器增益後，輸入頻率 0.9Hz 的參考訊號 2，其側向加速度與旋轉

速度之頻譜 
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圖 100 調整控制器增益後，輸入頻率 0.9Hz 的參考訊號 2，實驗值與參考訊號誤

差比較圖 

 

 

5.3.4 實驗數據的分析與討論 

 

    5.3.2 節與 5.3.3 節中，前、後輪轉向角度、旋轉速度與側向加速度的實驗數據是

將 SD 記憶卡所記錄的實驗值通過一個帶通濾波器而得，此帶通濾波器即為 BP1，用以

過濾感測器量測值之高頻雜訊以及計算旋轉速度和側向加速度之Vୟ୴項不精確而產生的

低頻雜訊。 

    回顧 5.3.2 節的實驗數據，輸入為三種不同頻率之參考訊號，於實驗過程中前、後

輪轉角並未達到飽和角度，分析旋轉速度與側向加速度的頻譜，實驗值與參考值的頻

率相當接近，且在其他頻率沒有異常突出的峰值，由圖 72、76、80 可知，實驗中車輛

的旋轉速度和側向加速度出現追隨參考值的趨勢，雖然實驗值和參考值的頻率相當接

近，但兩者的相位卻有些許落差，而實驗值與參考值於增益部分相差更大，由 4.2 節可

知，車輛所使用的轉移函數用來估測旋轉速度與側向加速度之實驗值時，其估測值與

實驗值於增益部分的誤差經常發生於峰值的部分，為了解決車輛轉移函數不夠精確造
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成實驗值追蹤的誤差，本研究是利用實驗的方式調整控制器之增益，使實驗值之增益

更符合給定的參考值。 

    透過多次實驗的方式，調整側向加速度與旋轉速度迴路中的前饋控制器增益為原

來的 0.7 倍，並套入硬體實驗。由 5.3.3 節的實驗數據可知，輸入參考訊號 1 當實驗值

與參考訊號的相位一致時，兩者之增益誤差確實小於實驗 1 之結果，若實驗值與參考

訊號的相位具誤差時，則兩者之間的增益誤差也會增大，但實驗值與參考訊號在峰值

部分的差異確實小於實驗一的結果，分析三種不同頻率實驗，實驗值與參考值的頻率

也相當接近，且於其他頻率也沒有異常的峰值突出，這說明了帶斥濾波器確實過濾某

些不被考慮的動態響應。輸入不同振幅之參考訊號 2 所得的實驗結果，雖然實驗值之

增益與相位和參考訊號仍有誤差，但實驗值的頻率峰值仍只出現在給定的參考訊號之

頻率，且實驗值也確實出現追隨參考值的趨勢。 

 綜合 5.3.3 節實驗結果，使用降低增益之前饋控制器可減少側向加速度與旋轉速度

的響應值，使實驗值的增益更貼近參考值。 
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第六章 結論與未來展望 

 

6.1  結論 
 

本論文實現了一台四輪轉向實驗車輛，此實驗平台上配備了相關的感測器與致動

器，並利用數位訊號處理器做為控制器，實驗資料可儲存於 SD 記憶卡供後續分析。 

 實驗平台之數學模型是透過多次實驗的方式記錄輸入輸出資料，利用 ARX 模型與

最小平方法求得，此轉移函數的形式類似二維的腳踏車模型，用來描述車輛側向以及

轉軸垂直於地面之旋轉方向的動態。 

 為了控制車輛的側向與旋轉方向的動態，文中設計兩個控制器，並套入實驗平台

上驗證效能。首先將車輛多輸入多輸出系統解耦合為兩個單輸入單輸出系統，透過某

些初步實驗了解硬體與感測器的特性，並且將實驗結果納入控制器設計的考量。本論

文分別針對側向與旋轉方向的動態設計控制器，使實驗平台的側向加速度與旋轉速度

可以追隨一組給定的參考訊號，這兩個控制器都是由一個前饋控制器與一個回授控制

器所組成，分析控制器套入硬體的實驗結果，側向加速度與旋轉速度之實驗值具追隨

參考訊號的趨勢，由頻譜可知實驗值的頻率與給定的參考訊號頻率也相當接近，然而

輸入三種不同頻率所得的實驗值增益皆較參考值大，考慮到代表車輛的轉移函數不甚

精確，故透過多次實驗的方式，調整兩個迴路的前饋控制器增益，並套入硬體實驗。 

 調降前饋控制器之增益為原來的 0.7 倍，並輸入不同振幅的參考訊號，於硬體的實

驗結果可發現實驗值的增益更貼近給定的參考訊號，而實驗值的頻譜，明顯的峰值亦

只出現在參考訊號的頻率處。 
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6.2  未來展望 

 

本論文設計的控制器於實驗平台上驗證可以得到一定的效果，但仍有許多地方需

要改進。 

 由實驗結果得知，實驗數據與參考值之增益部分仍有相當的誤差存在，這點可從

硬體架構的部分改善，實驗平台可以改用精確度更高且數位訊號輸出的陀螺儀與加速

度計。由於控制流程中必須回授旋轉速度與側向加速度的資訊，故這兩個感測器的精

確度特別重要，使用數位訊號輸出的感測器於計算旋轉速度和側向加速度時可以避免

Vୟ୴計算不精確造成的低頻雜訊。實驗平台改用高精確度的陀螺儀與加速度計後可以重

新尋找代表車輛的數學模型，新的轉移函數應更準確的描述車輛動態，藉此改善本文

中實驗值與參考值的增益及相位的誤差問題。 

 本文中所使用的參考值為簡單的測試訊號，未來可結合駕駛人輸入命令，並根據

不同的行車情形來決定旋轉速度與側向加速度之參考訊號，利用駕駛人輸入產生參考

訊號的方塊圖如下。 
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圖 101 結合駕駛人輸入的四輪轉向控制器方塊圖 
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上圖中θ୤為駕駛者輸入的方向盤角度，透過控制器Kଵሺsሻ、Kଶሺsሻ決定車輛旋轉速度與側

向加速度的參考訊號，根據不同的行車情況可以改變Kଵሺsሻ、Kଶሺsሻ，使四輪轉向車輛發

揮更大效能。 

 由腳踏車模型可知，旋轉速度的積分為車輛之轉向角度，而側向加速度扣除旋轉

速度與車速之耦合項後，和側滑速度也是積分的關係，若可以有效估測車輛側向加速

度與旋轉速的初始值，則可以進一步控制車輛側滑角度與轉向角度。 
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附錄 
 

表 8 15 次實驗求得的轉移函數 

 Tଵଵሺsሻ Tଵଶሺsሻ Tଶଵሺsሻ Tଶଶሺsሻ 

實驗 1 7.36sଶ ൅ 69.35s ൅ 421.10
sଶ ൅ 10.78s ൅ 86.38

 
14.82sଶ ൅ 28.78s െ 260.10

sଶ ൅ 10.78s ൅ 86.38
17.75s ൅ 231.92

sଶ ൅ 10.78s ൅ 86.38
െ11.28s െ 211.64

sଶ ൅ 10.78s ൅ 86.38

實驗 2 7.14sଶ ൅ 63.97s ൅ 472.60
sଶ ൅ 10.07s ൅ 80.74

 
2.82sଶ ൅ 34.91s െ 392.11

sଶ ൅ 10.07s ൅ 80.74
 

22.95s ൅ 139.85
sଶ ൅ 10.07s ൅ 80.74

െ22.36s െ 110.36
sଶ ൅ 10.07s ൅ 80.74

實驗 3 9.5sଶ ൅ 79.2s ൅ 785.73
sଶ ൅ 11.21s ൅ 156.52

 
4.49sଶ ൅ 88.63s െ 540.57

sଶ ൅ 11.21s ൅ 156.52
 

9.19s ൅ 366.67
sଶ ൅ 11.21s ൅ 156.52

 
െ8.18s െ 352.29

sଶ ൅ 11.21s ൅ 156.52

實驗 4 6.96sଶ ൅ 76.74s ൅ 975.81
sଶ ൅ 11.78s ൅ 123.50

 
10.11sଶ ൅ 82.97s െ 688.75

sଶ ൅ 11.78s ൅ 123.50
19.01s ൅ 190.24

sଶ ൅ 11.78s ൅ 123.50
 

െ19.88s െ 166.30
sଶ ൅ 11.78s ൅ 123.50

實驗 5 5.00sଶ ൅ 119.41s ൅ 2044.04
sଶ ൅ 14.21s ൅ 294.32

6.24sଶ ൅ 279.95s െ 1524.31
sଶ ൅ 14.21s ൅ 294.32

2.52s ൅ 540.14
sଶ ൅ 14.21s ൅ 294.32

 
െ3.77s െ 419.36

sଶ ൅ 14.21s ൅ 294.32

實驗 6 6.61sଶ ൅ 102.30s ൅ 1191.87
sଶ ൅ 12.83s ൅ 133.51

8.02sଶ ൅ 145.58s െ 973.85
sଶ ൅ 12.83s ൅ 133.51

27.27s ൅ 149.16
sଶ ൅ 12.83s ൅ 133.51

 
െ24.52s െ 119.13

sଶ ൅ 12.83s ൅ 133.51

實驗 7 4.77sଶ ൅ 112.86s ൅ 1694.22
sଶ ൅ 13.15s ൅ 235.54

4.96sଶ ൅ 234.30s െ 1415.28
sଶ ൅ 13.15s ൅ 235.54

10.71s ൅ 353.16
sଶ ൅ 13.15s ൅ 235.54

 
െ14.10s െ 288.06

sଶ ൅ 13.15s ൅ 235.54

實驗 8 5.56sଶ ൅ 90.49s ൅ 1520.26
sଶ ൅ 12.60s ൅ 239.89

 
7.44sଶ ൅ 215.35s െ 1194.86

sଶ ൅ 12.60s ൅ 239.89
4.08s ൅ 437.22

sଶ ൅ 12.60s ൅ 239.89
 

െ8.61s െ 330.92
sଶ ൅ 12.60s ൅ 239.89

實驗 9 6.07sଶ ൅ 94.64s ൅ 690.51
sଶ ൅ 11.79s ൅ 111.62

 
7.69sଶ ൅ 88.78s െ 683.8

sଶ ൅ 11.79s ൅ 111.62
 

17.86s ൅ 190.42
sଶ ൅ 11.79s ൅ 111.62

 
െ17.80s െ 169.14

sଶ ൅ 11.79s ൅ 111.62

實驗 10 5.56sଶ ൅ 90.49s ൅ 1520.26
sଶ ൅ 12.60s ൅ 239.89

 
7.44sଶ ൅ 215.35s െ 1194.86

sଶ ൅ 12.60s ൅ 239.89
4.08s ൅ 437.22

sଶ ൅ 12.60s ൅ 239.89
 

െ8.61s െ 330.92
sଶ ൅ 12.60s ൅ 239.89

實驗 11 6.77sଶ ൅ 99.50s ൅ 1196.85
sଶ ൅ 12.62s ൅ 152.92

 
5.43sଶ ൅ 165.18s െ 1067.79

sଶ ൅ 12.62s ൅ 152.92
21.65s ൅ 224.59

sଶ ൅ 12.62s ൅ 152.92
 

െ19.65s െ 179.50
sଶ ൅ 12.62s ൅ 152.92

實驗 12 7.75sଶ ൅ 85.05s ൅ 1030.00
sଶ ൅ 11.12s ൅ 164.71

 
3.43sଶ ൅ 107.15s െ 873.44

sଶ ൅ 11.12s ൅ 164.71
6.33s ൅ 363.09

sଶ ൅ 11.12s ൅ 164.71
 

െ9.84s െ 279.16
sଶ ൅ 11.12s ൅ 164.71

實驗 13 2.75sଶ ൅ 71.62s ൅ 1064.48
sଶ ൅ 11.34s ൅ 175.25

 
1.93sଶ ൅ 100.52s െ 804.71

sଶ ൅ 11.34s ൅ 175.25
6.09s ൅ 383.58

sଶ ൅ 11.34s ൅ 175.25
 

െ1.43s െ 320.72
sଶ ൅ 11.34s ൅ 175.25

實驗 14 7.38sଶ ൅ 79.36s ൅ 854.28
sଶ ൅ 11.83s ൅ 112.39

 
9.91sଶ ൅ 110.05s െ 543.21

sଶ ൅ 11.83s ൅ 112.39
13.47s ൅ 200.43

sଶ ൅ 11.83s ൅ 112.39
 

െ10.63s െ 157.08
sଶ ൅ 11.83s ൅ 112.39

實驗 15 5.67sଶ ൅ 78.53s ൅ 418.11
sଶ ൅ 11.99s ൅ 94.36

 
11.19sଶ ൅ 69.48s െ 312.76

sଶ ൅ 11.99s ൅ 94.36
15.38s ൅ 242.52

sଶ ൅ 11.99s ൅ 94.36
െ10.13s െ 175.90

sଶ ൅ 11.99s ൅ 94.36

 


