
國 立 交 通 大 學 
 

電子物理系 
 

碩 士 論 文 
 
 
 
 

利用 k．p 法計算垂直耦合雙量子點的電子結構 

 

Multi-band k.p theory for the electronic structure of vertically 

coupled double quantum dots 

 
 
 
 

研 究 生：黃上瑜 

指導教授：鄭舜仁  教授 

 

 

中 華 民 國 九 十 七 年 十 月 

 



利用 k．p 法計算垂直耦合雙量子點的電子結構 

Multi-band k.p theory for the electronic structure of vertically 

coupled double quantum dots 

 
 
 

研 究 生：黃上瑜     Student：Shang-Yu Huang 

指導教授：鄭舜仁  教授   Advisor：Shun-Jen Cheng 

 

 

國 立 交 通 大 學  
電子物理研究所  
碩 士 論 文  

 
 

A Thesis  
Submitted to Department of Electrophysics  

College of Science  
National Chiao Tung University  

in partial Fulfillment of the Requirements  
for the Degree of  

Master  
in  
 

Electrophysics  
 

October 2008  
 

Hsinchu, Taiwan, Republic of China  
 

中華民國九十七年十月 



i 

 

利用࢑ ·  法計算垂直耦合雙量子點的電子結構࢖

學生：黃上瑜                           指導教授：鄭舜仁 博士 

 
 

國立交通大學電子物理研究所碩士班 

 

摘       要 

 
 
 

    本篇論文主要是利用多能帶݇ · 法配合波包近似法來討論垂直݌

耦合自組式雙量子點系統的電子結構。對於電子的電子結構部份我們

主要是用單能帶模型；而對於電洞的電子結構我們則是採用四能帶模

型，在本論文中所用到的數值方法有平面波展開法和有限差分法。 
    垂直偶合雙量子點系統和單量子點系統來比較，前者提供了額外

可調變的參數，例如，利用改變雙量子點系統間的距離、偏壓等，可

以大幅改變系統的電子結構。而且在基礎研究方面，雙量子點系統可

以類比於人造分子，電子的行為會和分子類似基態通常都是對稱的

bonding states ，而第一激發態為反對稱的 anti-bonding states。然而，

最新的研究卻發現因為重電洞態和輕電洞態的混成大部分的情況下

雙量子點中電洞的基態竟是反對稱的 anti-bonding states [7]。 
    這篇論文中，我們利用自行發展的數值程式先驗證了文獻[7]的
理論與分析，然後進一步考慮實際量子點的形狀、應變和擴散的效應。

我們確認對截角金字塔的雙量子點而言，隨著量子點間距離增加電洞

基態轉變為 anti-bonding states 的臨界距離僅約 1 (nm)，而且應變效應

有助於 anti-bonding states 電洞基態的形成。 
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ABSTRACT 
 
 

In this thesis, a theoretical study of the electronic structure of vertically coupled 
InAs/GsAs self-assembled double quantum dots is presented. The single-band 
(four-band) ݇ ·  model was used to calculate the electron structure of a single ݌
electron (a valence hole) confined in the double dot system. The numerical 
calculations were implemented using both of the plane wave expansion and finite 
difference methods. 

As compared with single dot systems, coupled double quantum dots with extra 
tuning parameters for the inter-dot coupling, such as inter-dot distance or applied bias 
field, allow for more controllability of the electronic structure.  With the engineered 
atomic-like electronic structure, a coupled double dot is often referred to as an 
artificial molecule and provides an interesting playground for fundamental research.  
In atomic physics, the ground states of a real molecule are known to be the bounding 
states and the first excited states to be anti-bounding states. In solid-state artificial 
molecules, an electron does have bounding-like ground states but a valence hole 
shows more complex features. Remarkably, recent studies showed that the ground 
states of a valence hole in a coupled quantum dot show an anti-bounding-like 
character.[7] The reversal of the type of the hole ground states was attributed to the 
significant heavy-hole-light-hole intermixing in the spatial region between dots. 

In this work, I carried out the numerical ݇ ·  calculations for vertically coupled ݌
InAs/InGsAs self-assembled double quantum dots and confirmed the reversal of the 
type of the valence hole ground states, as previously revealed in literature.[7] 
Furthermore, I studied the effect of strain on the electronic structure of the double 
quantum dots. The calculation shows that the critical inter-dot distance is about 1nm, 
above which the hole ground states of double are anti-bounding-like. The strain in a 
dot molecule makes the anti-bonding-like ground states even more stable and 
decreases the critical inter-dot distance. 
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第一章、導論 

1.1 量子點簡介 

    在半導體產業的蓬勃發展下，半導體元件越做越小，其目的做最主要

是降低功率、降低成本和使積體電路上的元件密度變大。但是當電子元件

越來越小的時候，巨觀的古典理論就不適用了，取而代之的是微觀的量子

力學。換句話說當元件尺寸小於某一個範圍時，我們就要考慮量子侷限效

應。在半導體中電子的德布洛伊波長約 20(nm)，當電子元件的尺寸約等於

或小於德布洛伊(de Broglie)波長時，量子侷限效應(quantum confinement 

effect)便會十分顯著，例如，系統的能量將不能視為連續性的，而是離散的。 

 

圖 1.1.1 自組式單量子點 TEM 所測量的圖 

資料來源：交通大學電物系張文豪老師實驗室 

 

    量子點(quantum dot)又被稱為準零維系統(quasi-zero dimensional 

system)，如圖 1.1.1。在奈米科學裡面維度通常是考慮有沒有量子侷限效應

來稱之，像是量子點是三維侷限所以被稱為準零維系統。二維侷限的系統

有量子線(quantum wire)，而一維侷限的系統有量子井(quantum well)。量子

點因為電子和電洞的運動在三個方向上被侷限，而有著類似原子的離散能
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階，故量子點又被稱為人造原子(artificial atom)[1][2]。量子點的應用[3][4][5]

有量子點雷射、單電子電晶體、單光子產生器、生物螢光檢測、多體物理

理論的驗證和紅外光偵測器…等。 

 

圖 1.1.2 垂直耦合雙量子點 TEM 所測量的圖 

資料來源：交通大學電物系張文豪老師實驗室 

 

    雙量子點(double quantum dots)又被稱為人造分子(artificial molecule)或

是量子點分子(quantum dot molecule)[6][7]，如圖 1.1.1，當我們將兩個量子

點越來越靠近時，兩量子點會發生偶合而產生 bonding states 和 anti-bonding 

states，此現象很類似分子，所以稱為人造分子。一般而言對於雙量子點系

統來說電子的電子結構會和雙原子分子類似，基態為 bonding states，而第

一激發態為 anti-bonding states，但是在電洞的電子結構則不一定會和雙原子

分子的電子結構類似，會變得比較複雜。雙量子點系統對於量子電腦的發

展是具有潛力的，它的一些電子結構的特性可以用來當做量子電腦的量子
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位元(Qubit)[6]。 

 
 

1.2 理論文獻 

    對於電子的電子結構部分，我們主要採用單一能帶有效質量近似法來

計算。而電洞的理論計算就比較複雜了，這裡我們用由 Luttinger 和 Kohn

於 1955 年所提出來的四能帶的k · p理論[8][9]，這一個理論把重電洞能態和

輕電洞能態給考慮進來，所以跟單能帶理論比起來複雜得多。更精確的k · p

理論有六能帶 [9]、八能帶k · p[10]理論甚至更多能帶k · p理論，但是也需

要更多的計算時間和記憶體空間。 

    在計算電子和電洞的電子結構中，我們先用波包近似法配合平面波展

開法或是有限差分法來求解，平面波展開法和有限差分法[11]最主要的不同

是有限差分法是一個稀疏矩陣，所以需要的資源較少，所以我們主要以有

限差分法為主。同時我們也考慮了應變的效應[12]和擴散效應[13]。 

 
 

1.3 研究動機 

    垂直偶合雙量子點系統和單量子點系統來比較，前者提供了額外可調

變的參數，例如，利用改變雙量子點系統間的距離、偏壓等，可以大幅改

變系統的電子結構。對於垂直偶合雙量子點系統來說電子的基態為 bonding 

states，這是和雙原子分子相同，但對於電洞的電子結構則不一定，大部分
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的情況基態為 anti-bonding states，這也是我們有興趣的地方。本文主要在討

論距離不同時，雙量子點的電子結構。 

 
 

1.4 章節概要 

第一章，我們主要是對於量子點和垂直耦合雙量子點做一個簡單的介紹。

第二章，主要是針對多能帶的 k·p 理論做一個詳細的描述，和波包近似法

法在量子點系統上的應用，並且考慮因為基板和量子點材料上的晶格常數

不匹配所產生應變的效應，然後在應變的計算上跟文獻做比較以確保程式

的正確性，最後在得到包含應變的完整哈密頓算符(Hamiltonian)。第三章，

主要是描述單能帶模型(one-band model) 和四能帶模型(four-band model)的

數值工作，在本論文中我們採用 one-band model 主要是來描述電子的電子

結構。four-band model 描述電洞並利用平面波展開法和有限差分法[13]來解

決薛丁格方本徵方程式。第四章，一開始對於單量子點系統的討論，之後

進入到垂直耦合雙量子點的點論，我們主要關心的是隨著雙量子點間耦合

的增加(距離之減少)在電子和電洞基態上的能階和波函數的分佈變化。尤其

是電洞的行為會發生一些有趣的現象。第五章，是本篇論文的結論和進而

討論未來可以延續性的工作。 
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第二章、K·P 法和應變 

    這一章我們主要介紹的是我們基本的理論架構，如下圖 2.1。一開始我

們先決定了我們量子點的形狀大小和材料，之後一步一步產生我們完整的

Hamiltonian，我們會分別對流程圖的項目一一的做介紹，先從 k·p 法、

Luttinger-Kohn’s Model、Envelope Function Approximation 然後是特徵函數，

最後是考慮應變(strain)的效應。 

 

圖 2.1、理論流程圖 
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2.1K·P 法 

    在固態的系統中，我們知道它是由原子以週期性來排列的。換句話說，

電子或其他帶電荷的粒子在固態的系統中所受到的位能也是成週期性的排

列如公式(2.1.1)式 

ܸሺݎԦሻ ൌ ܸ൫ݎԦ ൅ ሬܶԦ൯ (2.1.1) 

ሬܶԦ ൌ ݊ଵ ොܽଵ ൅ ݊ଶ ොܽଶ ൅ ݊ଷ ොܽଷ  

在這裡ܸሺݎԦሻ是來自原子的位能，而不是外加的位能。 TሬሬԦ 是一個平移的向量，

n1、n2、n3是整數，而aො1、aො2、aො3晶格向量。根據 Bloch’s theorem 當電子在

呈週期性的位能中，它的波函數可以表示成 Bloch’s function，如(2.1.2)式 

߰௡,௞ሬԦ ሺݎԦሻ ൌ ݁௜௞ሬԦ·௥Ԧݑ௡,௞ሬԦ ሺݎԦሻ  (2.1.2) 

௡,௞ሬԦݑ ሺݎԦሻ ൌ ௡,௞ሬԦݑ ൫ݎԦ ൅ ሬܶԦ൯  

在方程式中e୧୩ሬሬԦ·୰ሬԦ所表示的是電子在晶體中具有平面波的特性，而u୬,୩ሬሬԦሺrԦሻ表示

的是電子局部的波函數，是一個週期為 ሬܶԦ的函數。現在我們來考慮我們的

Schröding’s equation，如(2.1.3)式 

Ԧሻݎ଴߰௡ሺܪ ൌ  Ԧሻ (2.1.3)ݎ௡߰௡ሺܧ

଴ܪ ൌ
Ԧଶ݌

2݉଴
൅ ܸሺݎԦሻ  

Ԧ݌ ൌ െ݅԰ߘ  

，଴是哈密頓量(Hamiltonian)，將(2.1.2)式代入Schröding’s equation (2.1.3)式ܪ

可得 
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଴߰௡,௞ሬԦܪ ሺݎԦሻ ൌ ௡߰௡,௞ሬԦܧ ሺݎԦሻ (2.1.4) 

 (2.1.4)式可改寫成(2.1.5)式 

ቈ
Ԧଶ݌

2݉଴
൅ ܸሺݎԦሻ቉ ݁௜௞ሬԦ·௥Ԧݑ௡,௞ሬԦ ሺݎԦሻ ൌ ௡,௞ሬԦݑ௡݁௜௞ሬԦ·௥Ԧܧ ሺݎԦሻ (2.1.5) 

然後將(2.1.5)式展開成(2.1.6)式 

԰ଶ݇ଶ

2݉଴
݁௜௞ሬԦ·௥Ԧݑ௡,௞ሬԦ ሺݎԦሻ ൅

Ԧଶ݌

2݉଴
݁௜௞ሬԦ·௥Ԧݑ௡,௞ሬԦ ሺݎԦሻ ൅ ܸሺݎԦሻ݁௜௞ሬԦ·௥Ԧݑ௡,௞ሬԦ ሺݎԦሻ  

ൌ ௡,௞ሬԦݑ௡݁௜௞ሬԦ·௥Ԧܧ ሺݎԦሻ (2.1.6) 

可以將(2.1.6)式整理成(2.1.7)式 

݁௜௞ሬԦ·௥Ԧ ԰ଶ݇ଶ

2݉଴
௡,௞ሬԦݑ ሺݎԦሻ ൅ ݁௜௞ሬԦ·௥Ԧ Ԧଶ݌

2݉଴
௡,௞ሬԦݑ ሺݎԦሻ ൅ ݁௜௞ሬԦ·௥Ԧ ԰

݉଴
ሬ݇Ԧ · Ԧ݌ ൅ ݁௜௞ሬԦ·௥ԦܸሺݎԦሻݑ௡,௞ሬԦ ሺݎԦሻ 

ൌ ݁௜௞ሬԦ·௥Ԧܧ௡ݑ௡,௞ሬԦ ሺݎԦሻ (2.1.7) 

我們把(2.1.7)式兩邊同時消去e୧୩ሬሬԦ·୰ሬԦ 可得(2.1.8)式 

ቈ
԰ଶ݇ଶ

2݉଴
൅

Ԧଶ݌

2݉଴
൅

԰
݉଴

ሬ݇Ԧ · Ԧ݌ ൅ ܸሺݎԦሻ቉ ௡,௞ሬԦݑ ሺݎԦሻ ൌ ௡,௞ሬԦݑ௡ܧ ሺݎԦሻ (2.1.8) 

方程式中出現了
԰

୫బ
kሬԦ · pሬԦ 項，所以才稱之k · p 法。現在我們進一步來考慮自

旋角動量耦合(spin-orbital coupling)，我們的哈密頓量可以把(2.1.3)式改寫成

(2.1.9)式 

ሺܪ଴ ൅ Ԧሻݎ௦.௢.ሻ߰௡ሺܪ ൌ  Ԧሻ (2.1.9)ݎ௡߰௡ሺܧ

଴ܪ ൌ
Ԧଶ݌

2݉଴
൅ ܸሺݎԦሻ, Ԧ݌ ൌ െ݅԰ߘ, 
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.௦.௢ܪ ൌ
԰

4݉଴
ଶܿଶ Ԧߪ · ሬԦܸߘ ൈ Ԧ݌  

σሬԦ是包力自旋矩陣(Pauli spin matrix)， 

௫ߪ ൌ ቂ0 1
1 0ቃ , ௬ߪ ൌ ቂ0 െ݅

݅ 0 ቃ , ௭ߪ ൌ ቂ1 0
0 െ1ቃ  

藉由(2.1.3)式到(2.1.8)式類似的運算步驟，最後我們得到類似(2.1.8)式的形

式，只是多加了考慮自旋角動量的部分，如(2.1.10)式， 

ቈ
԰ଶ݇ଶ

2݉଴
൅

Ԧଶ݌

2݉଴
൅

԰
݉଴

ሬ݇Ԧ · ሬሬԦߎ ൅ ܸሺݎԦሻ቉ ௡,௞ሬԦݑ ሺݎԦሻ ൌ ௡,௞ሬԦݑ௡ܧ ሺݎԦሻ (2.1.10) 

ሬሬԦߎ ൌ Ԧ݌ ൅
԰

4݉଴
ଶܿଶ Ԧߪ ·   ሬԦܸߘ

 
 
2.2 Multi-band method 

    在導電帶(conduction band)我們只考慮單能帶模型(one-band model)，接

下來我們考慮將(2.1.4)式利用 Löwdin 的微擾理論[14]來求得 k·p 等效的哈

密頓量 [15]，結果如(2.2.1)式 

௖൫ሬ݇Ԧ൯ܧ ൌ ௖൫ሬ݇Ԧܧ ൌ 0൯ ൅
԰ଶ

2݉଴݉כ
ሬ݇Ԧଶ (2.2.1) 

כ݉ ؠ
1

1 ൅ 2
݉଴

ሺ ௖ܲ௩ሻଶ

௚ܧ

(2.2.2) 

其中mכ稱之為有效質量(參數值在附錄 A)，對於不同的材料中會有不同的有

效質量，(2.2.1)式很清楚的表示當 ሬ݇Ԧ很接近零時，電子在塊材的行為表現跟

在真空中行的為表現很像，其中的差異是在有效質量的不同。在真空中

כ݉ ൌ 1，而在許多半導體塊材中݉כ會小於 1，也就是說電子在塊材中的表
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現好像質量變小了。在(2.2.2)式中 ௖ܲ௩ ൌ ൻcหP෡หvൿ指的是導帶和價帶之間動量

矩陣元素，而ܧ௚ ൌ ௖ܧ െ ௩是導帶和價帶的能量差。在價電帶(valence band)ܧ

的部分，我們考慮四能帶模型(four-band  model)，這裡所採取的基底是

ቚܬ ൌ ଷ
ଶ

, ௝݉ ൌ ଷ
ଶ
ܬቚ、ۄ ൌ ଷ

ଶ
, ௝݉ ൌ ଵ

ଶ
ܬቚ、ۄ ൌ ଷ

ଶ
, ௝݉ ൌ ିଵ

ଶ
ܬ和ቚۄ ൌ ଷ

ଶ
, ௝݉ ൌ ିଷ

ଶ
是總ܬ，ۄ

角動量，而 ௝݉是指總角動量空間量子化在 z 方向的分量。[9] 

௅௄ܪ ൌ െ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ ௞ܲ ൅ ܳ௞ െܵ௞

െܵ௞
ற

௞ܲ െ ܳ௞

ܴ௞ 0
0 ܴ௞

ܴ௞
ற        0

0          ܴ௞
ற

௞ܲ െ ܳ௞ ܵ௞

ܵ௞
ற

௞ܲ ൅ ܳ௞ے
ۑ
ۑ
ۑ
ې
 

ۄ3/2,3/2|
ۄ3/2,1/2|

|3/2, െ1/2ۄ
|3/2, െ3/2ۄ

 (2.2.3) 

௞ܲ ൌ
԰ଶ

2݉଴
ଵ൫݇௫ߛ

ଶ ൅ ݇௬
ଶ ൅ ݇௭

ଶ൯ (2.2.4) 

ܳ௞ ൌ
԰ଶ

2݉଴
ଶ൫݇௫ߛ

ଶ ൅ ݇௬
ଶ െ 2݇௭

ଶ൯ (2.2.5) 

ܴ௞ ൌ
԰ଶ

2݉଴
√3ൣെߛଶ൫݇௫

ଶ െ ݇௬
ଶ൯ ൅ ଷ݇௫݇௬൧ߛ2݅ (2.2.6) 

ܵ௞ ൌ
԰ଶ

2݉଴
ଷ൫݇௫ߛ3√2 െ ݅݇௬൯݇௭ (2.2.7) 

在這裡γଵ、γଶ、γଷ是 Luttinger 參數(參數值在附錄 A)，不同的參數代表不同

的材料。在這個模型下我們可以將電洞分成兩種，分別是重電洞和輕電洞，

而重電洞的有效質量通常比輕電洞大，而且總角動量也不一樣。 ௞ܲ ൅ ܳ௞是

對應到重電洞態的矩陣元素， ௞ܲ െ ܳ௞是對應到輕電洞態的矩陣元素，而ܴ௞

和ܵ௞是表示重電洞帶和輕電洞帶之間的耦合。 
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2.3 Envelope Function Approximation(EFA) 

    當我們的系統中加入位能，而且這個位能在空間中是緩慢變化時，我

們的哈密頓量改成(2.3.1)式 

ܪ ൌ ௕௨௟௞ܪ ൅ ܸሺݎԦሻ (2.3.1) 

這裡VሺrԦሻ是一個緩慢變化的外加位能。此時我們可以用 EFA 來簡化我們的

方程式，我們用 envelope function gሺrԦሻ來取代 Bloch’s wave function 中的e୧୩ሬሬԦ·୰ሬԦ 

而得到(2.3.2)式 

߰ሺݎԦሻ ൌ  ෍ ݃௡ሺݎԦሻݑ௡,௞ሬԦୀ଴ሺݎԦሻ
ே

௡ୀଵ

(2.3.2) 

N 是指考慮 N 個 band，而下標 n 是指第 n 個 band 的 envelope function。然

後將式代入式且經過一些運算，我們可以得到 multi-band model 如(2.3.3)式 

෍ൣܪ௠,௡൫ሬ݇Ԧ ՜ െ݅ߘ൯ ൅ ܸሺݎԦሻߜ௠,௡൧
ே

௡ୀଵ

݃௡ሺݎԦሻ ൌ  Ԧሻ (2.3.3)ݎ௠ሺ݃ܧ

在單能帶模型和四能帶模型藉由 envelope function approximation 可以將

(2.2.1)式、(2.2.3)式、(2.2.4)式、(2.2.4)式、(2.2.6)式和(2.2.7)式做以下的替

代 ݇௫ ՜ െ݅ డ
డ௫

, ݇௬ ՜ െ݅ డ
డ௬

, ݇௭ ՜ െ݅ డ
డ௭

 。 

 

當我們考慮量子點系統時，在量子點內部和外部材料不同所以對於單

能帶模型來描述電子行為時有效質量݉כ 亦不同，四能帶模型中的

γଵ、γଶ、γଷ在量子點內部和外部也不同，所以在邊界條件上處理起來會很複

雜。在此我做一個假設，在量子點系統因為我們比較有興趣的是低能量態，

尤其是基態和第一激發態，基態和第一激發態波函數最主要還是分佈在量



11 
 

子點內部，僅有少比例波函數會跑到外面，所以可以忽略外部材料參數上

的差異，而近似成時有效質量݉כ和γଵ、γଶ、γଷ在系統中皆為常數，然後我

們得到結果如下： 

 

單能帶模型： 

當考慮到有效質量݉כ是位置的函數時如(2.3.4)式 

௖൫ሬ݇Ԧ൯ܧ ൌ  

െ
԰ଶ

2݉଴
൬

߲
ݔ߲

1
ሺrԦሻכ݉

߲
ݔ߲

൅
߲

ݕ߲
1

ሺrԦሻכ݉
߲

ݕ߲
൅

߲
ݖ߲

1
ሺrԦሻכ݉

߲
ݖ߲

൰ ൅ VୡሺrԦሻ (2.3.4) 

當把有效質量݉כ視為常數時如(2.3.5)式 

௖൫ሬ݇Ԧ൯ܧ ൌ െ
԰ଶ

2݉଴݉כ ቆ
߲ଶ

ଶݔ߲ ൅
߲ଶ

ଶݕ߲ ൅
߲ଶ

ଶቇݖ߲ ൅ VୡሺrԦሻ (2.3.5) 

四能帶模型： 

௅௄ܪ ൅ ௩ܸ ൌ  

െ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ ௞ܲ ൅ ܳ௞ െܵ௞

െܵ௞
ற

௞ܲ െ ܳ௞

ܴ௞ 0
0 ܴ௞

    ܴ௞
ற    0

0        ܴ௞
ற

௞ܲ െ ܳ௞ ܵ௞

 ܵ௞
ற

௞ܲ ൅ ܳ௞ے
ۑ
ۑ
ۑ
ې

൅ ൦
௩ܸ 0

0 ௩ܸ

0 0
0 0

0 0
0 0

௩ܸ 0
0 ௩ܸ

൪ (2.3.6) 

௞ܲ ൌ െ
԰ଶ

2݉଴
ଵߛ ቆ

߲ଶ

ଶݔ߲ ൅
߲ଶ

ଶݕ߲ ൅
߲ଶ

ଶቇݖ߲ (2.3.7) 

ܳ௞ ൌ െ
԰ଶ

2݉଴
ଶߛ ቆ

߲ଶ

ଶݔ߲ ൅
߲ଶ

ଶݕ߲ െ 2
߲ଶ

ଶቇݖ߲ (2.3.8) 

ܴ௞ ൌ െ
԰ଶ

2݉଴
√3 ቈെߛଶ ቆ

߲ଶ

ଶݔ߲ െ
߲ଶ

ଶቇݕ߲ ൅ ଷߛ2݅
߲ଶ

ݕ߲ݔ߲
቉ (2.3.9) 
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ܵ௞ ൌ െ
԰ଶ

2݉଴
ଷߛ3√2 ൬

߲
ݔ߲

െ ݅
߲

ݕ߲
൰

߲
ݖ߲

(2.3.9) 

 (2.3.5)式是我們量子點系統電子的哈密頓量，而(2.3.6)式~(2.3.10)式則是量

子點系統電洞的哈密頓量，之後我們可以選擇一組正交歸一的基底來展開

哈密頓量。至於(2.3.5)式中的位能VୡሺrԦሻ和(2.3.6)式中的位能 ௩ܸሺrԦሻ和量子點的

形狀有關，這部分我們將在下一章來討論。 

 
 

2.4 特徵函數 

    在這篇論文中，所描述是量子點模型，在2.3節中我們做一個近似假設，

我們假設在量子點系統中的݉כ和γଵ、γଶ、γଷ參數視為常數。然而為了描述

量子點的形狀，我們定義一個函數XQDሺrԦሻ叫特徵函數，特徵函數的值在量

子點中為一，而其他地方為零 

ܺொ஽ሺݎԦሻ ൌ ൜1, ݅݊ ݐ݋݀
0, out of dot  (2.4.1) 

例如， 截角金字塔型量子點的特徵函數如(2.4.2)式 

ܺொ஽ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ

ە
ۖۖ
۔

ۖۖ
ۓ

0 ൑ ݖ ൑ ܽ௭ ר

1,
ܽ௫

2݄
ݖ െ

ܽ௫

2
൑ ݔ ൑ െ

ܽ௫

2݄
ݖ ൅

ܽ௫

2
ר

      
ܽ௬

2݄
ݖ െ

ܽ௬

2
൑ ݕ ൑ െ

ܽ௬

2݄
ݖ ൅

ܽ௬

2
   

0, ݐݑ݋ ݂݋ ݐ݋݀

 (2.4.2) 
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圖 2.4.1、截角金字塔型的量子點 

 

ܽ୶, ܽ୷, ܽ୸是指量子點的兩底邊和高，而 hሺh ൐ ܽ௫ሻ指的是當截角金字塔型的

量子點的頂端還沒有被截去時，一個完整金字塔的高。 

 

接下來我們來描述電子和電洞在量子點系統中位能： 

在電子的部分： 

 
圖 2.4.2、電子的位能圖 

藉由圖 2.4.2 我們可以用特徵函數來表示電子的位能函數如(2.4.3)式 

௖ܸሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ ௖_௕௔௥௥௜௘௥ܧ െ ௖ܧ∆ · ܺொ஽ሺݔ, ,ݕ  ሻ (2.4.3)ݖ

在這裡∆ܧ௖ ൌ ௖_௕௔௥௥௜௘௥ܧ െ  。௖_ொ஽ܧ
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在電洞的部分： 

 

圖 2.4.3、電洞的位能圖 

 

藉由圖 2.4.3 我們可以用特徵函數來表示電洞的位能函數如(2.4.4)式 

௩ܸሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ ௩_௕௔௥௥௜௘௥ܧ െ ௩ܧ∆ · ܺொ஽ሺݔ, ,ݕ  ሻ (2.4.4)ݖ

在這裡∆ܧ௩ ൌ ௩_௕௔௥௥௜௘௥ܧ െ  。௩_ொ஽ܧ

在實際的計算上，我們需要取一個參考點來表示位能函數，在這裡我們把

௩_ொ஽都取為零。在我們實際的計算上，Barrierܧ௖_ொ஽和ܧ 的材料為 GaAs，QD

的材料為 InAs，ܧ௖_௕௔௥௥௜௘௥、ܧ௖_ொ஽、ܧ௩_௕௔௥௥௜௘௥和ܧ௩_ொ஽參數都列在附錄 A。 

 
 

2.5 應變的模擬並且文獻的比較 

當我們的系統是異質介面時，如果兩種材料的晶格不匹配時，會產生應變，

晶格常數小的材料晶格常數會被拉大，而晶格常數大的材料晶格常數會被

縮小，這些現象在界面上最為顯著，最後會達到一個平衡的狀態。當我們

的量子點系統是 InAs/GaAs 時，InAs 的晶格常數比 GaAs 的晶格常數來的

大，晶格不匹配度大約 7%，所以在此量子點系統中 InAs 會被壓縮，而造

成量子點內的 band edge energy 會有改變。現在我們來先來討論應變分佈的
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計算，之後再來考慮 band edge energy 考慮應變後的改變情況，並與現有文

獻來做比較。 

 

應變基本介紹： 

    當我們有要在一塊基板上長一層薄膜，基板和薄膜材料因為晶格不匹

配時，系統要維持一個穩定的狀態所以產生隨機分佈的島狀物，來達到系

統能量最低的狀態，此島狀物也就是自組式量子點[15]。所以原本是週期性

排列的晶格會有晶格被偏移的現象，或者應該可以說是晶格離開原本的位

置而到達一個系統平衡時的位置。可以看圖 2.5.1 式晶格原本的狀態，而圖

2.5.2 是受外力使的晶格離開原本的位置。我們假設對於某一個晶格位置rԦ當

他受到應變後的位置為rԦԢ其關係如公式(2.5.1)式 

 

圖 2.5.1、未受到應變時的晶格排列 
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圖 2.5.2，受到應變後的晶格排列 

 

ଓᇱ̂ ൌ ሺ1 ൅ ௫௫ሻଓ̂ߝ ൅ ௫௬ଔ̂ߝ ൅ ௫௭ߝ ෠݇  

ଔ̂ᇱ ൌ ௬௫ଓ̂ߝ ൅ ൫1 ൅ ௬௬൯ଔ̂ߝ ൅ ௬௭ߝ ෠݇  

෠݇ ᇱ ൌ ௭௫ଓ̂ߝ ൅ ௭௬ଔ̂ߝ ൅ ሺ1 ൅ ௭௭ሻߝ ෠݇ (2.5.1) 

ı̂、ĵ、k෠是未受到應變時的單位向量，ıᇱ̂、jᇱ̂、k෠ ᇱ是受到應變後的單位向量。

其中的 ,௫௫ߝ ,௫௬ߝ ,௫௭ߝ ,௬௫ߝ ,௬௬ߝ ,௬௭ߝ ,௭௫ߝ ,௭௬ߝ ௭௭ߝ 是單位向量的改變量，而

,௫௫ߝ ,௬௬ߝ  。௭௭稱之為正應變(normal strain)，其餘稱為剪應變(shear strain)ߝ

 

圖 2.5.3、受到應變前後晶格的排列 

 

圖 2.5.3 所表示的是晶格受到應變前後的排列，這裡我們定義一個向量RሬሬԦ來

表示某一個晶格在受到應變前後的位移量 
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ሬܴԦ= Ԧᇱݎ െ Ԧݎ ൌ  

൫ߝ௫௫ ൅ ௫௬ߝ ൅ ௫௭൯ଓ̂ߝ ൅ ൫ߝ௬௫ ൅ ௬௬ߝ ൅ ௬௭൯ଔ̂ߝ ൅ ൫ߝ௭௫ ൅ ௭௬ߝ ൅ ௭௭൯ߝ ෠݇  (2.5.2) 

這裡 ݎ ൌ ଓ̂ݔ ൅ ଔ̂ݕ ൅ ݖ ෠݇  且 ݎԢ ൌ ଓԢ̂ݔ ൅ ଔ̂Ԣݕ ൅ ݖ ෠݇Ԣ分別表示某一個晶格受到應

變前後的位置。我們可以把RሬሬԦ寫成函數形式來描述每一個不同的晶格在受到

應變前後的位移量。  

ሬܴԦሺݎԦሻ ൌ Ԧሻଓ̂ݎሺݑ ൅ Ԧሻଔ̂ݎሺݒ ൅ Ԧሻݎሺݓ ෠݇  

Ԧሻݎሺݑ ൌ Ԧሻݎ௫௫ሺߝ ൅ Ԧሻݎ௫௬ሺߝ ൅   Ԧሻݎ௫௭ሺߝ

Ԧሻݎሺݒ ൌ Ԧሻݎ௬௫ሺߝ ൅ Ԧሻݎ௬௬ሺߝ ൅   Ԧሻݎ௬௭ሺߝ

Ԧሻݎሺݓ ൌ Ԧሻݎ௭௫ሺߝ ൅ Ԧሻݎ௭௬ሺߝ ൅  Ԧሻ (2.5.3)ݎ௭௭ሺߝ

接下來我們可以把(2.5.3)式用泰勒展開式展開成(2.5.4)式 

ሬܴԦሺݎԦሻ ൌ ൤ݑሺ0ሻ ൅
ݑ߲
ݔ߲

ଓ̂ ൅
ݑ߲
ݕ߲

ଔ̂ ൅
ݑ߲
ݖ߲

෠݇ ൅ ݄݄݅݃ ݎ݁݀ݎ݋   ൨ݏ݉ݎ݁ݐ

൅ ൤ݒሺ0ሻ ൅
ݒ߲
ݔ߲

ଓ̂ ൅
ݒ߲
ݕ߲

ଔෝݕ ൅
ݒ߲
ݖ߲

෠݇ ൅ ݄݄݅݃ ݎ݁݀ݎ݋   ൨ݏ݉ݎ݁ݐ

൅ ൤ݓሺ0ሻ ൅
ݓ߲
ݔ߲

ଓ̂ ൅
ݓ߲
ݕ߲

ଔ̂ ൅
ݓ߲
ݖ߲

෠݇ ൅ ݄݄݅݃ ݎ݁݀ݎ݋  ൨ (2.5.4)ݏ݉ݎ݁ݐ

當 ሬܴԦሺ0ሻ時是晶格原本的位置，選取適當參考點 ሬܴԦሺ0ሻ ൌ ሺ0ሻଓ̂ݑ ൅ ሺ0ሻଔ̂ݒ ൅

ሺ0ሻݔ ෠݇ ൌ 0，並且不考慮高次項可以得(2.5.5)式 

ሬܴԦሺݎԦሻ ൎ ൤
ݑ߲
ݔ߲

ଓ̂ ൅
ݑ߲
ݕ߲

ଔ̂ ൅
ݑ߲
ݖ߲

෠݇൨ ൅ ൤
ݒ߲
ݔ߲

ଓ̂ ൅
ݒ߲
ݕ߲

ଔ̂ ൅
ݒ߲
ݖ߲

෠݇൨  

൅ ൤
ݓ߲
ݔ߲

ଓ̂ ൅
ݓ߲
ݕ߲

ଔ̂ ൅
ݓ߲
ݖ߲

෠݇൨ (2.5.5) 

可以比較(2.5.2)式和(2.5.5)式我們可以得下(2.5.6)式 
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ݑ߲
ݔ߲

ؠ ,௫௫ߝ
ݑ߲
ݕ߲

ؠ ,௫௬ߝ
ݑ߲
ݖ߲

ؠ   ௫௭ߝ

ݒ߲
ݔ߲

ؠ ,௬௫ߝ
ݒ߲
ݕ߲

ؠ ,௬௬ߝ
ݒ߲
ݖ߲

ؠ   ௬௭ߝ

ݓ߲
ݔ߲

ؠ ,௭௫ߝ
ݓ߲
ݕ߲

ؠ ,௭௬ߝ
ݓ߲
ݖ߲

ؠ ௭௭ߝ (2.5.6) 

最後我們可以整理成 

Ԧݎ=Ԧᇱݎ ൅ ሬܴԦ ൌ Ԧݎ ൅ ԦݎӖߝ (2.5.7) 

Ӗߝ ൌ ൥
௫௫ߝ ௫௬ߝ ௫௭ߝ
௬௫ߝ ௬௬ߝ ௬௭ߝ
௭௫ߝ ௭௬ߝ ௭௭ߝ

൩稱之為應變張量(strain tensor) 

在一般的情況下，應力系數比較常用݁௫௫、݁௬௬、݁௭௭、݁௫௬、݁௫௭和݁௬௭來表示，

定義如(2.5.8)式 

݁௫௫ ؠ   ௫௫ߝ

݁௬௬ ؠ   ௬௬ߝ

݁௭௭ ؠ ௭௭ߝ  

݁௫௬ ؠ
1
2

൫ߝ௫௬ ൅   ௬௫൯ߝ

݁௫௭ ؠ
1
2

ሺߝ௫௭ ൅   ௭௫ሻߝ

݁௬௭ ؠ
1
2

൫ߝ௬௭ ൅ ௭௬൯ߝ (2.5.8) 

接下來我們考慮應力和應變的關係，應力我們只考慮六個分量τ୶୶、τ୷୷、τ୸୸、

τ୶୷、τ୶୸和τ୷୸，應力和應變的關係基本上是遵守虎克定律(Hooke’s Law)，

且系統是立方晶體時，可以簡化系統的彈性系數，應力和應變其關係如(2.5.9)

式 



19 
 

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
௫௫ߪ
௬௬ߪ
௭௭ߪ
௫௬ߪ
௫௭ߪ
௬௭ߪ ے

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
ଵଵܥ ଵଶܥ ଵଶܥ
ଵଶܥ ଵଵܥ ଵଶܥ
ଵଶܥ ଵଶܥ ଵଵܥ

0 0 0
0 0 0
0 0 0

0     0    0
0 0 0
0 0 0

ସସܥ 0 0
0 ସସܥ 0
0 0 ےସସܥ

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ

݁௫௫
݁௬௬
݁௭௭

2݁௫௬
2݁௫௭
2݁௬௭ے

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 (2.5.9) 

Cଵଵ、Cଵଶ和Cସସ是彈性系數。 

    接下來我們先要求出量子點受應力後的位移分佈，然後可以在求得量

子點的應變分佈。首先我們可以從古典力學中，從彈性材料的彈性位能密

度來推導出格林函數 [7]。我們可以將系統受到外力產生應變後，系統能量

達到平衡時，我們可以推導出應力和應力產生位移之間的關係如(2.5.10)式，

這是一個二次微分方程。 

௜௞௟௠ߣ
߲ଶݑ௟ሺݎԦሻ
௠ݔ௞߲ݔ߲

ൌ െ ௜݂ሺݎԦሻ (2.5.10) 

這裡 ௜݂ሺݎԦሻ表示系統所受外力，ݑ௟ሺݎԦሻ表示的是因應力產生的位移分佈，ߣ௜௞௟௠

是彈性模數的張量(tensor of elastic moduli)，表示應力和位移之間的關係[11]。

我們可以藉由解微分方程(2.5.10)式來得到位移分佈ݑ௟ሺݎԦሻ，但是解微分方程

不一定有解析解，而且通常需要花費很多時間，所以我們借助格林函數來

求得位移分佈ݑ௟ሺݎԦሻ，我們假設存在一個格林函數ܩ௟௡ሺݎԦሻ，且滿足(2.5.11)式。 

௜௞௟௠ߣ
߲ଶܩ௟௡ሺݎԦሻ
௠ݔ௞߲ݔ߲

ൌ െߜሺݎԦሻߜ௜௡ (2.5.11) 

這裡ܩ௟௡ሺݎԦሻ也稱為 Green’s tensor，它所表示的意義是因為在參考原點受到 n

方向的力和在ݎԦ處所造成在 l 方向的位移量之間的關係。這裡我們假設量子
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點和能障的彈性系數都相同，量子點最初被壓成和能障材料的晶格大小相

同，應力是源自表面晶格不匹配且均勻分佈，還有彈性系數在系統形變時

是被固定的，如此一來量子點系統在實空間的位移分佈u୧
ୱሺrԦሻ可以表示成

(2.5.12)式，也就是格林函數和應力的 convolution ，如(2.5.12)式右邊的第二

項，(2.5.12)式的ܩ௜௡ሺݎԦ െ ，ԦԢሻ可以看成在某一點單位力所造成的位移量分佈ݎ

在量子點系統應力的來源是量子點表面，所以對把ܩ௜௡ሺݎԦ െ ԦԢሻ乘上表面應力ݎ

௡௞ߪ
் 然後對量子點表面積分可得因表面受到應力的位移分佈。 

௜ݑ
௦ሺݎԦሻ ൌ ௜ݑ

்ܺொ஽ሺݎԦሻ ൅ න Ԧݎ௜௡ሺܩ െ ௡௞ߪԦԢሻݎ
் ݀ܵ௞

ᇱ (2.5.12) 

在位移分佈(2.5.12)式右邊的第一項ݑ௜
்ܺொ஽ሺݎԦሻ是來自於量子點被均勻壓縮。

在我們的模型中我們是將晶格常數小的材料的內部挖出一個空洞，此空洞

的形狀即為量子點的形狀，然後將晶格常數大的材料均勻壓縮再放到此空

洞中。對於ݑ௜
௦ሺݎԦሻ的表示單量子點(single QD)。ݑ௜

்表示因為初始應變(initial 

strain)所造成的系統位移量。ܺொ஽ሺݎԦሻ就是特徵函數。ߪ௡௞
் 是量子點表面的的

應力，因為晶格不匹配所產生的，和初始應變有關，其中 n 表示形變的方

向，k 表示施力的方向。ߪ௡௞
் ൌ ௣௥ߝ௡௞௣௥ߣ

் ௣௥ߝ ,
் 是初始應變，p 表示形變的方

向，r 表示施力的方向。藉由高斯定理(Gauss’s theorem)以及(2.5.6)式和(2.5.8)

式可得(2.5.13)式 

௜,௝ߝ
௜௦௢ሺݎԦሻ ൌ  
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௜,௝ߝ
் ܺொ஽ሺrԦሻ ൅ න ቈ

Ԧݎ௜௡ሺܩ߲ െ ԦԢሻݎ
௞ݔ௝߲ݔ߲

൅
Ԧݎ௝௡ሺܩ߲ െ ԦԢሻݎ

௞ݔ௜߲ݔ߲
቉ ௣௥ߝ௡௞௣௥ߣ

் ܸ݀ᇱ 
ொ஽

 (2.5.13) 

௜,௝ߝ
௜௦௢ሺݎԦሻ的上標 iso 表示等向性材料，ߝ௜,௝

் ሺݎԦሻ是應變分佈，T 表示源自初始應

變，i 表示形變的方向，j 表示施力的方向。 

這裡 

௡௞௣௥ߣ ൌ  

௟௠ߜ௜௞ߜଵଶܥ ൅ ௠௞ߜ௜௟ߜସସሺܥ ൅ ௞௟ሻߜ௜௠ߜ (2.5.14) 

(2.5.14)是表示等向性的材料，也是本論文實際計算所用的公式。當我們考

慮非等向性時(2.5.14)式要改成(2.5.15)式 

௡௞௣௥ߣ ൌ  

௟௠ߜ௜௞ߜଵଶܥ ൅ ௠௞ߜ௜௟ߜସସሺܥ ൅ ௞௟ሻߜ௜௠ߜ ൅ Cୟ୬ ෍ ௠௣ߜ௟௣ߜ௞௣ߜ௜௣ߜ

ଷ

୮ୀଵ

 (2.5.15) 

ଵଵܥ=௔௡ܥ െ ଵଶܥ െ ସସܥ4  

 。௔௡這項是描述非等向性的部分ܥ

接下來要對(2.5.13)式積分是很不容易的，所將它轉換到 k 空間來處理，也

就是我們用平面波當做基底來展開應變所以造成的效應。這樣的處理方法

最大的好處是方便將應變加入到用平面波基底展開的哈密頓量中。 

௜̃,௝ߝ
௜௦௢൫ሬ݇Ԧ௡൯ ൌ ௜,௝ߝ

் ෨ܺொ஽൫ሬ݇Ԧ௡൯ െ  

ሺ2ߨሻଷ

2
ൣ݇௜ܩ௝,௡൫ሬ݇Ԧ௡൯ ൅ ௝݇ܩ௜,௡൫ሬ݇Ԧ௡൯൧ߣ௡௞௣௥ߝ௣௥

் ෨ܺொ஽൫ሬ݇Ԧ௡൯ (2.5.16) 

(2.5.16)式是對(2.5.13)式做傅立葉轉換，這裡也利用到 convolution 定理，這

裡 ෨ܺொ஽൫ሬ݇Ԧ௡൯式量子點特徵函數的傅立葉轉換如(2.5.17)式。(2.5.16)式其實也
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可以看成是對時空間ߝ௜,௝
௜௦௢ሺݎԦሻ的傅立葉級數的系數，ߝ௜,௝

௜௦௢ሺݎԦሻ可由(2.5.18)式來

表示 

෨ܺொ஽൫ሬ݇Ԧ௡൯ ൌ
1

௭ܮ௬ܮ௫ܮ
න ܺொ஽ሺrԦሻ ݁ି௜௞ሬԦ೙௥Ԧ݀ݒ (2.5.17) 

௜,௝ߝ
௜௦௢ሺݎԦሻ ൌ ෍ ௜̃,௝ߝ

௜௦௢൫ሬ݇Ԧ௡൯݁௜௞ሬԦ೙௥Ԧ

௡ೣ,௡೤,௡೥

(2.5.18) 

這裡 

ሬ݇Ԧ௡ ൌ
௫݊ߨ2

௫ܮ
ଓ̂ ൅

௬݊ߨ2

௬ܮ
ଔ̂ ൅

௭݊ߨ2

௭ܮ
෠݇ 

݇௫ ൌ
௫݊ߨ2

௫ܮ
、݇௬ ൌ

௬݊ߨ2

௬ܮ
、݇௭ ൌ

௭݊ߨ2

௭ܮ
 

݇ଶ ൌ ݇௫
ଶ ൅ ݇௬

ଶ ൅ ݇௭
ଶ 

接下來我們來求(2.5.16)式中的格林函數ܩ௝,௡൫ሬ݇Ԧ௡൯和ܩ௜,௡൫ሬ݇Ԧ௡൯這兩項，我們對

(2.5.11)式做傅立葉轉換可以得到格林函數在 k 空間中的表示式 

෨௟௡൫ሬ݇Ԧ൯ܩ௜௞௟௠݇௠݇௞ߣ ൌ
௜௡ߜ

ሺ2ߨሻଷ (2.5.19) 

把(2.5.14)代入(2.5.19)式中可得到格林函數ܩ௝,௡൫ሬ݇Ԧ௡൯和ܩ௜,௡൫ሬ݇Ԧ௡൯，最後在代入

到(2.5.16)式可以得到(2.5.20)式 

௜̃,௝ߝ
௜௦௢൫ሬ݇Ԧ௡൯ ൌ ଴ߝ ෨ܺொ஽൫ሬ݇Ԧ௡൯ ቆߜ௜,௝ െ

ଵଶܥ3 ൅ ସସܥ2

ଵଶܥ ൅ ସସܥ2

݇௜ ௝݇

݇ଶ ቇ (2.5.20) 

(2.5.20)式是考慮等向性的結果，當考慮成非等向性的系統時(2.5.20)式要用

(2.5.21)式來取代 
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௜̃,௝ߝ
௦ ൫ሬ݇Ԧ௡൯ ൌ  

଴ߝ ෨ܺொ஽൫ሬ݇Ԧ௡൯

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ

௜,௝ߜ െ
ሺܥଵଵ ൅ ଵଶሻܥ2

݇௜ ௝݇
݇ଶ

1 ൅ ሺܥଵଶ ൅ ସସሻܥ ∑
݇௣

ଶ

ସସ݇ଶܥ ൅ ௔௡݇௣ܥ
ଶ

ଷ
௣ୀଵ

ൈ
1
2

ۏ
ێ
ێ
ۍ 1

ସସܥ ൅ ௔௡ܥ
݇௜

ଶ

݇ଶ

൅
1

ସସܥ ൅ ௔௡ܥ
௝݇
ଶ

݇ଶے
ۑ
ۑ
ې
ൢ 

(2.5.21) 

這裡݇௣ , ݌ ൌ 1,2,3有下列對應關係 

݇ଵ ൌ ݇௫ , ݇ଶ ൌ ݇௬ , ݇ଷ ൌ ݇௭  

以上是對於應變計算的介紹。接下來我們參考文獻[9]而得到加上應變的四

能帶哈密頓量。 

在單能帶模型方面：，在導帶我們考慮單能帶模型是具有等向性的，受到

應變後能階會改變，而且能階的改變量和量子點受應力壓縮或膨脹後體積

改變率呈線性關係。(2.5.22)式中ܽ௖是常數，而ߝ௫௫ ൅ ௬௬ߝ ൅ ௭௭表示的是體積ߝ

改變率。所以將原本(2.2.1)式將修正成(2.5.22)式 

௖ሺ݇ሻܧ ൌ
԰ଶ

2݉଴݉ כ
ሬ݇Ԧଶ ൅ ௖ܸሺݎԦሻ ൅ ܽ௖൫ߝ௫௫ ൅ ௬௬ߝ ൅  ௭௭൯ (2.5.22)ߝ

在四能帶模型方面：關於四能帶模型比較複雜，詳細推導可以參考 [9]，我

們的總哈密頓量為ܪ ൌ ௅௄ܪ ൅ ఌܪ ൅ ௩ܸ    
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ఌܪ ൌ െ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ ఌܲ ൅ ܳఌ െܵఌ

െܵఌ
ற

௞ܲఌ െ ܳఌ

ܴఌ 0
0 ܴఌ

ܴఌ
ற        0

0          ܴఌ
ற

ఌܲ െ ܳఌ ܵఌ

ܵఌ
ற

ఌܲ ൅ ܳఌے
ۑ
ۑ
ۑ
ې ۄ3/2,3/2|

ۄ3/2,1/2|
|3/2, െ1/2ۄ
|3/2, െ3/2ۄ

 (2.5.23) 

ఌܲ ൌ െܽ௩൫ߝ௫௫ ൅ ௬௬ߝ ൅ ௭௭൯ߝ (2.5.24) 

ܳఌ ൌ െ
ܾ௩

2
൫ߝ௫௫ ൅ ௬௬ߝ െ ௭௭൯ߝ2 (2.5.25) 

ܴఌ ൌ
√3
2

ܾ௩൫ߝ௫௫ െ ௬௬൯ߝ െ ݅݀௩ߝ௫௬ (2.5.26) 

ܵఌ ൌ െ݀௩൫ߝ௫௭ െ ௬௭൯ߝ݅ (2.5.27) 

這裡參數ܽ௖、ܽ௩、ܾ௩和݀௩都列在附錄 F。 

和文獻的比較，文獻上[16]量子點的形狀式金字塔型，底邊長為 12(nm)，而

高是 6(nm)。圖 2.5.1 是和比較黑色的線是文獻上的結果，而彩色的線是我

們模擬出來的結果，在這部分我們是用 (2.5.18)式來求得，先計算(2.5.18)

式中的每一項係數ߝ௜̃,௝
௜௦௢൫ሬ݇Ԧ௡൯，然後代回(2.5.18)式，圖 2.5.1 是應變的部分 
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圖 2.5.1、跟文獻比較金字塔型單量子點在 Z 軸方向應變 

資料來源：參考文獻[16] 

 

藉由(2.5.18)式和(2.5.19)式我們可以得到ߝ௫௫ሺݎԦሻ、ߝ௬௬ሺݎԦሻ、ߝ௭௭ሺݎԦሻ，至於因為

應變而產生band-edge energy的改變量可以由下列(2.5.28)、(2.5.29)和(2.5.30)

來描述，現在我們將導電帶和價電帶分開來討論： 

導電帶部分： 

Ԧሻݎ௖ሺܧ ൌ ௖ܸሺݎԦሻ ൅ ܽ௖ൣߝ௫௫ሺݎԦሻ ൅ Ԧሻݎ௬௬ሺߝ ൅ Ԧሻ൧ݎ௭௭ሺߝ (2.5.28) 

這裡 ௖ܸሺݎԦሻ是(2.4.4)式 
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價電帶部分： 

HH： 

Ԧሻݎுுሺܧ ൌ ௩ܸሺݎԦሻ ൅ ܽ௩ൣߝ௫௫ሺݎԦሻ ൅ Ԧሻݎ௬௬ሺߝ ൅ Ԧሻ൧ݎ௭௭ሺߝ  

൅
ܾ௩

2
Ԧሻݎ௫௫ሺߝൣ ൅ Ԧሻݎ௬௬ሺߝ െ Ԧሻ൧ݎ௭௭ሺߝ2 (2.5.29) 

LH： 

Ԧሻݎ௅ுሺܧ ൌ ௩ܸሺݎԦሻ ൅ ܽ௩ൣߝ௫௫ሺݎԦሻ ൅ Ԧሻݎ௬௬ሺߝ ൅ Ԧሻ൧ݎ௭௭ሺߝ (2.5.30) 

െ
ܾ௩

2
Ԧሻݎ௫௫ሺߝൣ ൅ Ԧሻݎ௬௬ሺߝ െ Ԧሻ൧ݎ௭௭ሺߝ2 (2.5.29) 

這裡 ௩ܸሺݎԦሻ是(2.4.5)式 

 
 
 

 

圖 2.5.2、跟文獻比較金字塔型單量子點因為應變所造成 band-edge 改變 

資料來源：參考文獻[16] 

 
 

௫௫ߝ ൅ ௬௬ߝ ൅ ௭௭被稱之為ߝ hydrostatic strain，ߝ௭௭ െ ൫ߝ௫௫ ൅ ௬௬൯/2被稱之為ߝ
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biaxial strain。而圖(2.5.2)中紅色的部分是(2.5.28)式加上(2.4.4)式，是金字塔

型量子點導電帶的 band edge，而藍色的線和綠色的線分別表示重電洞帶和

輕電洞帶的 band edge，分別由(2.5.29)式加上(2.4.4)式和(2.5.30)式加上(2.4.4)

式來表示。由圖 2.5.1 和圖 2.5.2 來看我們的結果是可以接受的。 

 

接下來我們針對三種不同形狀的量子點來計算 Z 軸方向上的應變分佈，我

們選擇的大小都是底邊 16(nm)和高 3(nm)來做模擬，分別針對 

,௫௫ߝ ,௬௬ߝ ௭௭做圖、還有ߝ hydrostatic strain 和 biaxial strain 做圖以及對量子點

系統 band edge 做圖。 

長方體型量子點：在-1.5(nm)~1.5(nm)是我的的量子點的範圍 
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圖2.5.3、長方體型單量子點 z方向(a)應力分佈、(b)hydrostatic strain 和biaxial 

strain 分佈和(c)band edge。 
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圖2.5.4、金字塔型單量子點 z方向(a)應力分佈、(b)hydrostatic strain 和biaxial 

strain 分佈和(c)band edge。 
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圖 2.5.5、截角金字塔型單量子點 z 方向(a)應力分佈、(b)hydrostatic strain 和

biaxial strain 分佈和(c)band edge。 



31 
 

第三章、數值方法 

    這一章主要是介紹我們所用的數值方法並驗證我們所寫的程式的收斂

性與正確性。我們主要用的數值方法是以平面波展開法和有限差分法為主。

程式皆用 Matlab 來撰寫程式碼。下面圖 3.1 是程式的流程圖。一開始先選

擇系統材料的參數和量子點形狀，在考慮其應變的效應和他的效應，然後

用平面波展開法和有限差分法轉成矩陣形式，最後在對矩陣對角化可得到

我們要的能階和波函數。 

 

 

圖 3.1 

程式的流程圖 
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3.1 平面波展開法 

    假設有一個薛丁格方程式如(3.1.1)式，在量子力學可以用一組正交歸一

的基底函數來展開我們的波函數如(3.1.2)式，我們將(3.1.2)式代入(3.1.1)式

中並且兩邊同乘以ۃԄ୫|可以得(3.1.3)式，然後可以將(3.1.3)式用矩陣形式來

表達如(3.1.4)式，對角化後可以得到我們要的能階和波函數。這樣一來我們

不用直接去解微分方程式，而是把它轉換成解矩陣力學的方法。在這一節

我們會推導出用平面波展開法在單能帶模型和四能帶模型的矩陣元素，也

就是(3.1.4)式中的ۃԄ୫|H|Ԅ୬ۄ。 

H|ψۄ ൌ E|ψۄ (3.1.1) 

|ψۄ ൌ ෍c୬|Ԅ୬ۄ
୬

(3.1.2) 

෍c୬ۃԄ୫|H|Ԅ୬ۄ
୬

ൌ E · c୫ (3.1.3) 

൥
ڰ ڮ ڭ
ڭ ۄԄ୫|H|Ԅ୬ۃ ڭ
ڭ ڮ ڰ

൩ අ
ڭ

c୫
ڭ

ඉ ൌ E අ
ڭ

c୫
ڭ

ඉ (3.1.4) 

    平面波展開法：平面波展開法有幾個特點，所展開的矩陣每一項矩陣

元素都是要做一個三維積分，但是對於某些形狀的量子點來說是有解析解

的，如此可以節省很多時間，如果沒有解析解的情況下，只能用純數值的

方法，如此一來會花費很多時間。現在我們選取的是一組三維的平面波函

數(3.1.5)式來展開我們 k·p Hamiltonian，我們把我們的系統看成是在空間中

呈週期性的排列，只要週期取得夠大不讓兩個週期量子點系統的波函數有
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互相影響，我們就可以假設這樣的系統等同於一個單獨存在空間中的量子

點系統。平面波展開法所展開的矩陣不是稀疏(sparse)矩陣，所以為了達到

一個不錯的收斂值將需要很大的記憶體空間，除了平面波展開法外，還有

有限差分和有限元素法，這兩種分法所形成的矩陣是稀疏矩陣，可以不需

要太大的記憶體空間。 

在這裡平面波基底函數定義為: 

ห݊௫, ݊௬, ݊௭ۄ ൌ
1

ඥܮ௫ܮ௬ܮ௭
݁

௜൬ଶగ௡ೣ
௅ೣ

௫ା
ଶగ௡೤

௅೤
௬ାଶగ௡೥

௅೥
௭൰

(3.1.5) 

因為是三維的關係所以我們用n୶、n୷和n୸來分別表示不同方向的平面波，n୶、

n୷和n୸都是整數，範圍為െN୶ ൑ n୶ ൑ N୶，െN୷ ൑ n୷ ൑ N୷， 

െN୸ ൑ n୸ ൑ N୸ 。N୶、N୷和N୸是我們所選取平面波中n୶、n୷和n୸的最大值。

L୶、L୷和L୸是我們所選取系統的週期。 接下來我們要求得的是我們矩陣元

素 

ൻ݉௫, ݉௬, ݉௭หܪห݊௫, ݊௬, ݊௭ൿ ൌ  

1
௭ܮ௬ܮ௫ܮ

න න න ݁
ି௜൬ଶగ௠ೣ

௅ೣ
௫ା

ଶగ௠೤
௅೤

௬ାଶగ௠೥
௅೥

௭൰
௅೥
ଶ

ି௅೥
ଶ

௅೤
ଶ

ି
௅೤
ଶ

௅ೣ
ଶ

ି௅ೣ
ଶ

  

ൈ ቈ݁ܪ
௜൬ଶగ௡ೣ

௅ೣ
௫ା

ଶగ௡೤
௅೤

௬ାଶగ௡೥
௅೥

௭൰
቉ ݖ݀ݕ݀ݔ݀ (3.1.6) 

這裡(3.1.6)式是一個三重積分，在ൻ݉௫, ݉௬, ݉௭หܪห݊௫, ݊௬, ݊௭ൿ中也包含了位能

項ൻ݉௫, ݉௬, ݉௭หܸห݊௫, ݊௬, ݊௭ൿ如(3.1.7)式 
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ൻ݉௫, ݉௬, ݉௭หܸห݊௫, ݊௬, ݊௭ൿ ൌ ௠೥,௡೥ߜ௠೤,௡೤ߜ௠ೣ,௡ೣߜ௢௨௧ܧ െ ሺ∆ܧሻ ෨ܺொ஽ (3.1.7) 

這裡ܧ௢௨௧是量子點外部的位能，∆ܧ是量子點外部位能和量子點外部位能的

差， ෨ܺொ஽特徵函數的傅立葉轉換。我們用平面波展開法的時候，就如(3.1.6)

式的積分，這一積分等同於對特徵函數做傅立葉轉換如(3.1.6)式，在這部分

對於某些形狀會有解析解，例如，立方體和金字塔型的量子點等等，至於

沒有解析解的形狀也可以用數值去做運算但是會需要較多的執行時間。接

下來我們要推導出單能帶模型和四能帶模型的矩陣元素。 

 

單能帶模型的矩陣元素： 

    我們單能帶模型的哈密頓量如(2.5.22)式，(3.1.8)式是我們用(3.1.5)式來

展開導電帶電子的波函數，(3.1.9)式是我們導電帶電子的的矩陣元素。 

|ψሺrԦሻۄ ൌ ෍ ෍ ෍ C௡ೣ,௡೤,௡೥ห݊௫, ݊௬, ݊௭ۄ
ே೥

௡೥ୀିே೥

ே೤

௡೤ୀିே೤

ேೣ

௡ೣୀିேೣ

 (3.1.8) 

這裡C௡ೣ,௡೤,௡೥式對應到ห݊௫, ݊௬, ݊௭ۄ的係數 

ൻ݉௫, ݉௬, ݉௭หܪห݊௫, ݊௬, ݊௭ൿ ൌ  

൝
԰ଶ

2݉଴݉כ ൥൬
௫݊ߨ2

௫ܮ
൰

ଶ

൅ ቆ
௬݊ߨ2

௬ܮ
ቇ

ଶ

൅ ൬
௭݊ߨ2

௭ܮ
൰

ଶ

൩ൡ ൈ   ௠೥,௡೥ߜ௠೤,௡೤ߜ௠ೣ,௡ೣߜ

൅ܧ௖_௕௔௥௥௜௘௥ ൈ ௠೥,௡೥ߜ௠೤,௡೤ߜ௠ೣ,௡ೣߜ  

െሺ∆ܧ௖ሻ ൈ ෨ܺொ஽ ቀ݇௠ೣି௡ೣ, ݇௠೤ି௡೤, ݇௠೥ି௡೥ቁ  

൅ൻ݉௫, ݉௬, ݉௭หܽ௖ൣߝ௫௫ሺݎԦሻ ൅ Ԧሻݎ௬௬ሺߝ ൅ ,Ԧሻ൧ห݊௫ݎ௭௭ሺߝ ݊௬, ݊௭ൿ (3.1.9) 
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位能項的推導在附錄 A，這裡∆ܧ௖ ൌ ௖_௕௔௥௥௜௘௥ܧ െ ௖_௕௔௥௥௜௘௥是量子點ܧ，௖_ொ஽ܧ

外部的位能，ܧ௖_ொ஽是量子點內部的位能。 

 

四能帶模型的矩陣元素： 

    在四能帶模型中我們的哈密頓量如(2.3.6)式~(2.3.10)式和(2.5.23)式

~(2.5.27)式。我們電洞薛丁格方程式的數學形式如(3.1.10)式 

െ

ۏ
ێ
ێ
ۍ
ܲ ൅ ܳ െܵ
െܵற ܲ െ ܳ

ܴ 0
0 ܴ

ܴற   0
0      ܴற

ܲ െ ܳ ܵ
  ܵற ܲ ൅ ےܳ

ۑ
ۑ
ې

ۏ
ێ
ێ
ଵሺrԦሻ݃ۍ
݃ଶሺrԦሻ
݃ଷሺrԦሻ
݃ସሺrԦሻے

ۑ
ۑ
ې

൅ ॴ · ௩ܸ

ۏ
ێ
ێ
ଵሺrԦሻ݃ۍ
݃ଶሺrԦሻ
݃ଷሺrԦሻ
݃ସሺrԦሻے

ۑ
ۑ
ې
  

ൌ ܧ

ۏ
ێ
ێ
ଵሺrԦሻ݃ۍ
݃ଶሺrԦሻ
݃ଷሺrԦሻ
݃ସሺrԦሻے

ۑ
ۑ
ې

(3.1.10) 

這裡ܲ ൌ ௞ܲ ൅ ఌܲ、ܳ ൌ ܳ௞ ൅ ܳఌ、ܴ ൌ ܴ௞ ൅ ܴఌ、ܵ ൌ ܵ௞ ൅ ܵఌ，ܲ ൅ ܳ是對應

到重電洞態的矩陣元素，ܲ െ ܳ則是對應到輕電洞態的矩陣元素，而 R 和 S

是表示重電洞帶和輕電洞帶之間的交互作用，並且都有考慮應變所造成的

影響。ॴ是單位矩陣(identity matrix)。݃ெሺrԦሻ，M=1、2、3、4 分別對應到

ቚܬ ൌ ଷ
ଶ

, m୨ ൌ ܬ重電洞態、หۄ3/2 ൌ 3/2, m୨ ൌ ܬ輕電洞、หۄ1/2 ൌ 3/2, m୨ ൌ

െ1/2ۄ輕電洞、หܬ ൌ 3/2, m୨ ൌ െ3/2ۄ重電洞的波函數，我們可以展開成

(3.1.11)式 

|݃ெሺrԦሻۄ ൌ ෍ ෍ ෍ C௡ೣ,௡೤,௡೥
M ห݊௫, ݊௬, ݊௭ۄ

ே೥

௡೥ୀିே೥

ே೤

௡೤ୀିே೤

ேೣ

௡ೣୀିேೣ

 (3.1.11) 

這裡C௡ೣ,௡೤,௡೥
M 是對應到不同 M 和ห݊௫, ݊௬, ݊௭ۄ的係數，依照先前單能帶模型的
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方式我們可推導出四能帶模型所有的矩陣元素，接下來對矩陣做對角化後

可以得到能階，然後再利用(3.1.8)式與(3.1.11)式我們就可以求得電子與電洞

的波函數。 

 
 

3.2 有限差分法 

    有限差分法特色是將微分方程用差分的方法來近似，將系統分成小區

塊來求解，當我們區塊取的越小時，所求得的解也就越準確，而且其所產

生的矩陣是稀疏矩陣。這一節我們在這裡先推導出一維的情形，三維的情

形可以容易從一維的式子推廣而得，首先針對一維的情形，我們從微分定

義開始出發如(3.2.1)式，假設系統的邊界條件為ψሺ0ሻ ൌ 0，ψሺLሻ ൌ 0，這裡

我們只考慮 0~L 這個範圍，我們將系統切成 N+1 個格點，每一個格點的間

距為∆ݔ ൌ N/L，我們可以定義߰଴ ൌ ψሺ0ሻ、߰ ଵ ൌ ψሺ∆ݔሻ、…、߰ ௡ ൌ ψሺ݊∆ݔሻ、…、

߰ே ൌ ψሺܰ∆ݔሻ ൌ ψሺܮሻ，如此一來我們可以將(3.2.1)式改寫成(3.2.2)式，至於

二階微分可以改寫成(3.2.3)式 

݀
ݔ݀

߰ ؠ lim
∆௫՜଴

ψሺx ൅ ∆xሻ െ ψሺxሻ
ݔ∆

(3.2.1) 

݀
ݔ݀

߰ ൎ
߰௡ାଵ െ ߰௡

ݔ∆
(3.2.2) 

݀ଶ

ଶݔ݀ ߰ ൎ
ψ୬ାଵ െ 2ψ୬ ൅ ψ୬ିଵ

∆xଶ
(3.2.3) 

現在我們給出一維薛丁格方程式如(3.2.4)式，並且兩邊同時除以
԰మ

ଶ௠బ
而改寫

成(3.2.5)式，  
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െ
԰ଶ

2݉଴

݀ଶ

ଶݔ݀ ߰ሺݔሻ ൅ ܸሺݔሻ߰ሺݔሻ ൌ ሻݔሺ߰ܧ (3.2.4) 

െ
݀ଶ

ଶݔ݀ ߰ሺݔሻ ൅
2݉଴ܸሺݔሻ

԰ଶ ߰ሺݔሻ ൌ
2݉଴ܧ

԰ଶ ߰ሺݔሻ (3.2.5) 

我們再將(3.2.3)式代入(3.2.5)得到下列(3.2.6)式 

െ
߰௡ାଵ െ 2߰௡ ൅ ߰௡ିଵ

ଶݔ∆ ൅
2݉଴ ௡ܸ

԰ଶ ߰௡ ൌ
2݉଴ܧ

԰ଶ ߰௡ (3.2.6) 

在將(3.2.6)式轉換成(3.2.7)式 

െ߰௡ାଵ ൅ 2߰௡ െ ߰௡ିଵ ൅ V୬
ᇱ ߰௡ ൌ Eᇱ ߰௡ (3.2.7) 

這裡 V୬
ᇱ ൌ

2݉଴ ௡ܸ∆ݔଶ

԰ଶ , Eᇱ ൌ
2݉଴ݔ∆ܧଶ

԰ଶ  

對於不同的 n 我們會有一組聯立方程式，最後可以寫成矩陣形式如(3.2.8)

式 

ۏ
ێ
ێ
ێ
2ۍ ൅ V଴

ᇱ െ1 0
െ1 2 ൅ Vଵ

ᇱ െ1
0 െ1 2 ൅ Vଶ

ᇱ
ڮ 0

ڭ ڰ ڭ
0 ڮ 2 ൅ V୬

ᇱ ے
ۑ
ۑ
ۑ
ې

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
߰଴
߰ଵ
߰ଶ
ڭ

߰௡ے
ۑ
ۑ
ۑ
ې

ൌ Eᇱ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
߰଴
߰ଵ
߰ଶ
ڭ

߰௡ے
ۑ
ۑ
ۑ
ې
 (3.2.8) 

然後對角化(3.2.8)式就可以得到我們要的波函數，然後將求得的特徵值帶入

ܧ ൌ ԰మ

ଶ௠బா∆௫మ Eᇱ 後得到真實的能階。三維情形有限差分法的矩陣可以容易從

式(3.2.1)-(3.2.8)推廣而得。 

 
 

3.3 四能帶模型收斂性與驗證討論 

    這裡我們來驗證程式的收斂性和正確性，這裡是用有限差分法(單能帶

模型的討論在附錄 B)。我們找了文獻[7]來驗證程式的正確與否。這篇文獻

是描述雙量子點系統，不考慮應變，量子點形狀為圓盤形，如圖 3.3.1，此
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系統在徑方向上只是無窮位能井，而 z 方向上是有限深位能井。這裏我們

用有限差分法來計算，圖 3.3.2 和圖 3.3.3，是我們計算出來的結果。先從圖

3.3.2 來看，文獻是右邊的圖，我們計算的是左邊的圖。這是隨量子點距離

改變，電洞的基態和第一激發態在 bonding states 和 anti-bonding states 之間

的轉換，我們的計算為了讓程式收斂性比較好，所以在此多加了擴散效應，

所以總體的能量值會比文獻的值大，不過在一些趨勢上都是符合的。而圖

3.3.3 是針對量子點距離為 4(nm)時所畫的波函數圖形，右邊的圖是文獻所

給的，我們計算的是左邊的圖，我們在此所給的是實部的波函數，從比較

兩圖可知是很相像的，所以我們有限差分法在計算四能帶理論的結果是可

信的。 

 

 

圖 3.3.1、文獻上四能帶模型的位能圖 
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圖 3.3.2、利用有限差分法計算四能帶模型雙量子點能階與文獻比較 

，這裡是能量跟距離的關係。左圖是我們計算的結果，右圖是文獻的圖。 

資料來源：參考文獻[7] 
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圖 3.3.3、利用有限差分法計算四能帶模型雙量子點波函數與文獻比較。 

左圖是我們計算的結果，右圖是文獻的圖。大致上整個趨勢是符合的。 

資料來源：參考文獻[7] 

 
 
 

截角雙量子點金字塔加應變的收斂性： 

    接下來我們所考慮的量子點形狀是截角金字塔型的，這也是在我們的

論文中所主要考慮的的形狀。 
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圖 3.3.4、雙量子點 D＝2(nm)四能帶模型收斂圖(a)能量(b)收斂百分比 

 
 

    我們假設截角金字塔量子點在量子點內是 InAs，而外部是 GaAs，其的

底邊為 18(nm)，高為 3(nm)，而 InAs 和 GaAs 價電帶能量差為 260(meV)，
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這裡取兩個量子點距離為 2(nm)。材料的參數見附錄 A。首先我們先求出截

角金字塔單量子點電洞的基態和第一激發態的能量差∆Eୱ做為我們用來比

較雙量子點能量的收斂性，這裡∆Eୱ ൌ 25.6(meV)可得到圖 3.3.4。圖 3.3.4(a)

是對截角金字塔雙量子點的電洞能階隨矩陣大小而做圖。而圖 3.3.4(b)是則

對圖 3.4.5(a)所做的收斂百分比圖，橫軸也是矩陣的大小，而縱軸是針對電

洞能階的基態和第一激發態的收斂百分比圖，也是根據(3.3.1)式 

 

收斂值 ൌ
E୬ାଵ െ E୬

∆Eୱ
100% (3.3.1) 

由圖 3.3.4(a)可知當矩陣大小大於40000 ൈ 40000時，能量值會有振盪，振

盪約為 2 個 meV 左右，而從圖 3.3.4(b)可知收斂範圍約在 5%。所以我們的

程式是可信的。 
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第四章、單量子點系統和雙量子點系統 

    這一章是我們主要計算的結果，我們一開始先列出單量子點電子和電

洞的能階與波函數。接著進入到雙量子點系統，來討論雙量子點系統電子

結構隨距離大小不同有什麼樣的改變。在這一章我們主要會將重心放在電

洞的討論，我們會先討論不加應變時電洞的電子結構，然後才考慮加上應

變後對電洞電子結構的改變。 

 
 
 

4.1 單量子點 

    現在我們來看所計算出的電子和電洞的電子結構，首先我們先來決定

我們單量子點系統的參數(附錄 A)，這裡我們量子點的形狀是截角金字塔型

的如圖 2.4.1，且ܽ୶ ൌ ܽ୷ ൌ 18ሺnmሻ, ܽ୸ ൌ 3ሺnmሻ。而在材料方面，量子點是

InAs 外面包覆著 GaAs，並且考慮應變效應和擴散現象。 

 

電子部分： 

這裡我們的系統具有三個能量態，基態能量只有一個，而第一激發態是雙

重簡併，因為我們的系統是在 x 方向和 y 方向是具有對稱性的如圖 4.1.1，

粗線是因為受到應變效應的 band-edge，而綠色虛線是不考慮應變的

band-edge，由圖 4.1.1 可知因為應變使的量子點內 band-edge 會提升，這是

因為量子點在系統中是被壓縮的，所以能量會升高。 
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圖 4.1.1、截角金字塔型單量子點電子能階， 

在這裡只有三個束縛態，基態、和雙重簡併的第一激發態 

 

圖 4.1.2 所繪的圖是單量子點電子的能帶結構，帶單能帶有限差分法所計算

出的波函數都為實數 

 

圖 4.1.2、截角金字塔型單量子點電子的(a)基態和(b)第一激發態的波函數 

在 xz 平面的分佈 

電洞部分： 
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圖 4.1.3、截角金字塔型單量子點電洞能階， 

且兩兩簡併，這裡的第一激發態和第二激發態能量是非常接近的。 

 

圖 4.1.4 和圖 4.1.5 分別表示截角金字塔型單量子點電洞在 xz 平面上基態波

函數實部的分佈和虛部分佈，由圖可知重電洞態喜歡待在量子點內，而輕

電洞態則是喜歡待在量子點的外部的邊緣。接下來我們來看圖 4.1.6 和圖

4.1.7，從圖中我們可以清楚知道應變在量子點系統中的分佈，其中正應變

exx, eyy 和 ezz 對於系統的影響與大於剪應變 exy, exz 和 eyz，所以在這裡我

們不會對剪應變的影響進一步討論。 
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圖 4.1.4、截角金字塔型單量子點電洞在 xz 平面上基態波函數實部的分佈 

 
 
 

 
圖 4.1.5、截角金字塔型單量子點電洞在 xz 平面上基態波函數虛部的分佈 
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圖 4.1.6、截角金字塔型單量子點 xy 平面上應變分佈 

 

圖 4.1.7、截角金字塔型單量子點 xz 平面上應變分佈 
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4.2 雙量子點 

    至於雙量子點我們主要討論的是，當雙量子點間距離的不同時，電子

和電洞的電子結構會有什麼樣的改變，在這裡我們主要考慮的是在 z 方向

的電子結構。首先我們來討論雙量子點的參數和前一節一樣，不過在雙量

子點系統多了一個參數，也就是雙量子點距離 D。圖 4.2.1 所表示的是當我

的兩量子點距離越來越近時對能階的影響。我們可以從雙原子分子來看，

當兩個原子距離很遠的時候，彼此是幾乎不受影響的。但是隨著距離越來

越接近，則會有鍵結的產生，現在我們把焦點放在個別原子的基態。當兩

個原子隨著接近而發生鍵結時個別原子的基態便會混成而產生 bonding 

states 和 anti-bonding states，bonding states 的能量都是比 anti-bonding states

來的小。經由計算的結果我們發現雙量子點系統也是具有一樣的性質，參

考圖 4.2.4 這裏我們只秀出 D=1(nm)時，雙量子點系統的基態和激發態波函

數。圖 4.2.4(a)和圖 4.2.4(c)分別表示基態在 z 軸和 x-z 平面的波函數圖，而

圖 4.2.4(b)和圖 4.2.4(d)分別表示第一激發態在 z 軸和 x-z 平面的波函數圖，

我們可以看到基態是 bonding states 而第一激發態是 anti-bonding states。不

過和真實雙原子分子所不同的的是我們可以任意控制量子點的距離，而真

實雙原子分子只有在某些距離下才式穩定的。另外一個不同是雙量子點大

小比雙原子分子大很多且能階的值比較小，非常適合用來研究多體物理的

理論和實驗。 
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圖 4.2.1、截角金字塔型雙量子點示意圖 

 

圖 4.2.2、截角金字塔型雙量子點電子能階跟距離的關係圖(考慮應變) 
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圖 4.2.3、雙量子點系統受到應變後導帶邊緣的改變分佈 

 

 

圖 4.2.4、截角金字塔型雙量子點電子在 D=1(nm)時波函數的分佈(考慮應變) 

 

    現在我們來看電洞的部分，這裡我們先不考慮應變的效應之後我們再

來考慮加應變後有什麼改變，電洞在雙量子點系統中是和一般我們熟知的
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雙原子分子的特性是很不一樣的，我們可以看圖 4.2.5 中當我們把量子點漸

漸遠離時基態會從 bonding states 轉換到 anti-bonding states，而第一激發態

從 anti-bonding states 轉換到 bonding states，這是非常特別，也是非常有趣

的一件事。 

 

圖 4.2.5、截角金字塔型雙量子點電洞能階跟距離的關係圖(不考慮應變) 

 

現在我們來看 D=1(nm)和 D=4(nm)的波函數，因為由圖 4.2.5 

可知態轉換是發生 D = Dୡ，Dୡ約等於 0.9~1.0(nm)。接著我們來討論為什麼

會有 bonding states 和 anti-bonding states 的轉換原因，我們目前先把焦點放

在基態。我們先來看當 D=0.6(nm)時的波函數如圖 4.2.6 和圖 4.2.7，我們可

以看到在圖 4.2.6 圖的 HH(3/2)態的成分比例最多，其次是 LH(1/2)態，但是

LH(1/2)態是 anti-bonding states，不過仍小於 HH(3/2)態，所以整體看起來是

屬於 bonding states。現在我們來看 D=3(nm)的波函數圖 4.2.8 和圖 4.2.9，
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HH(3/2)態的成分比例還是佔最多，其次是 LH(1/2)態，所以整體來看電洞

基態是屬於 anti-bonding states。我們可以從圖 4.2.6 和圖 4.2.8 的 LH(1/2)態

來比較(注意兩個量子點的中間部分)，後者比較多成分待在兩個量子點中

間。 

    接下來我們可以討論此一現象，如果我們先不考慮重電洞態和輕電洞

態之間的混成，電洞的行為和電子的行為類似，重電洞態和輕電洞態分別

匹裂出 bonding states 和 anti-bonding states。因為重電洞態的有效質量比輕

電洞態大，所以重電洞態的能量會比輕電洞態的能量小，也就是說電洞的

基態是由重電洞所主導。 

    現在我們來考慮雙量子點重電洞態和輕電洞態之間的耦合影響，此影

響主要是透過 k·p 矩陣的非對角項 S(見 2.2.7 式)。當我們考慮重電洞態和

輕電洞態之間的混成時重電洞的能量會變小，而且從非對角項 S 中的 kz 項

可耦合在 z 方向上不同宇稱的重電洞態和輕電洞態的波函數。當雙量子點

距離比較大時，重電洞的波函數會比較侷限在量子點內，而輕電洞態會有

比較多成分在量子點中間。當透過 kz 項作用時輕電洞 bonding states 會變成

anti-bonding states，此時波函數會比較靠近量子點；而輕電洞 anti-bonding 

states 會變成 bonding states，此時波函數會比較侷限在量子點中間。所以重

電洞 anti-bonding states 透過 kz項和輕電洞 bonding states混成的效應會比重

電洞 bonding states透過 kz項和輕電洞 anti-bonding states 混成效應來的大。
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換句話說，考慮電洞態和輕電洞態耦合效應時重電洞 anti-bonding states 能

量會降的比較低，使得基態會是由重電洞 anti-bonding states 主導。為了証

明 k·p 矩陣的非對角項 S 是影響整個現象關鍵，我們將非對角項 S 設為零

然後計算出結果，如圖 4.2.10 和圖 4.2.11 很清楚看到當不考慮 S 項時基態

回復到我們熟悉的 bonding states，所以我們知道 S 項是整個現象主要的因

素。 

    從前面可知我們的系統現在有兩個機制在影響 z 方向上電洞基態波函

數的行態，第一、是兩量子點之間的直接混成，會降低重電洞 bonding states

的能量；第二、是重電洞態和輕電洞態透過 S 的混成，可降低電洞的能量。

而當量子點距離大的時候重電洞 anti-bonding states 的能量會降的比較低。 
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圖 4.2.6、截角金字塔型雙量子點電洞在 D=0.6(nm)基態波函數的實部分佈

(不考慮應變) 

 

 
圖 4.2.7 截角金字塔型雙量子點電洞在 D=0.6(nm)基態波函數的虛部分佈(不

考慮應變) 
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圖 4.2.8、截角金字塔型雙量子點電洞在 D=4(nm)基態波函數的實部分佈(不

考慮應變) 

 

 
圖 4.2.9、截角金字塔型雙量子點電洞在 D=3(nm)基態波函數的虛部分佈(不

考慮應變) 
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圖 4.2.10、截角金字塔型雙量子點電洞在D=3(nm)基態波函數的實部分佈(不

考慮 S 項和應變) 

 

 
圖 4.2.11、截角金字塔型雙量子點電洞在 D=4(nm)基態波函數的虛部分佈(不

考慮 S 項和應變) 
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    接下來我們考慮應變對電洞的電子結構的影響，由圖 4.2.12 可知電洞

的Dୡ明顯變小，約介於 0.6~0.8(nm)，換句話說應變使的電洞的基態 bonding 

states 轉換到 anti-bonding states 的臨界距離縮小了。這個原因主要是因為輕

電洞在考慮應變下，比較喜歡待在量子點中間，因為位能比較低如圖4.2.13，

所以使的 anti-bonding states 重電洞態和 bonding states 輕電洞態透過 S 的混

成變得更強，而 anti-bonding states 重電洞態能量降的更低，更容易成為基

態。 

 

圖 4.2.12、截角金字塔型雙量子點電洞能階跟距離的關係圖(考慮應變) 
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圖 4.2.13、雙量子點系統受到應變後價帶邊緣的改變分佈 
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第五章、結論 

    本論文是利用多能帶 k·p 法配合波包近似法來計算雙量子點系統，在

導電帶電子的電子結構我們是用單能帶模型；而對於價電帶電洞的電子結

構我們用的是四能帶模型，四能帶模型主要是考慮了重電洞態和輕電洞態

之間的交互作用。在數值計算上我們用 matlab 撰寫了平面波展開法和有限

差分法的程式，但是有限差分法比較優異，所以我們計算上是以有限差分

法比為主。至於電腦的設備是 2613GHz的CPU、16GB的實體記憶體和Linux

系統。 

    本篇論文主要是在討論雙量子點系統隨著距離改變時，電子結構上差

異。在電子方面，它的行為跟雙原子分子一樣，基態是 bonding states；而

的第一激發態是 anti-bonding states，而且不會隨距離不同而改變。但是電洞

方面，我們需要多考慮重電態和輕電洞態之間交互作用的影響，所以電洞

的行為會和電子的行為不同。當兩個量子點距離夠近時，基態會是 bonding 

states；當超過臨界距離時基態會變成 anti-bonding states，這是因為重電態

和輕電洞態之間有耦合的影響。在考慮應變的條件下臨界距離明顯縮短，

因為 anti-bonding states 重電洞態和 bonding states 輕電洞態的耦合變強了，

使的 anti-bonding states 重電洞態能量降的比較低。 

    在這篇論文的工作中，我們可以重複的文獻的工作[7]，也用我們的程

式驗證了文獻[7]的分析。更進一步我們考慮量子點的形狀(基本上只要給出
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量子點的特徵函數，如 2.4.1式，我們都可以計算出量子點的電子結構)、應

變和擴散的效應，並確認應變有助於電洞的基態是由 anti‐bonding state所

形成的。 

    本篇論文上有許多影響沒有考慮，例如壓電效應、電子和電洞之間的

庫倫作用力、外加電場或磁場等。在應變方面，由其是剪應變對於重電態

和輕電洞態之間的耦合機制尚未討論。還有在本篇論文電洞是用四能帶理

論，如果要更精確可以用六能帶理論或八能帶理論等來計算，不過收斂性

仍然是很重要的考量。 
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附錄 A、材料參數[18] 

表 A.1 材料參數 

Quantity  Unit InAs GaAs  
Lattice constant ܽ nm 6.0553 5.6503  

Enegy gap ܧ௚ eV 0.413 1.518  
Averaged VB edge ܧ௩,௔௩ eV -6.747 -6.92  

Spin-orbit coupling energy ∆଴ eV 0.38 0.34  
CB mass effective m* m଴ 0.0223 0.0667  

Luttinger parameter ߛଵ - 19.7 7.10  
Luttinger parameter ߛଶ - 8.4 2.02  
Luttinger parameter ߛଷ - 9.3 2.91  

CB hydrostatic def. pot. ܽ௖ eV -5.08 -8.013  
VB hydrostatic def. pot. ܽ௩ eV 1.00 1.16  
VB shear def. pot. [100] ܾ௩ eV -1.8 -1.824  
VB shear def. pot. [111] ݀௩ eV -3.6 -5.062  

Elastic compliance ܥଵଵ GPa 83.3 118.8  
Elastic compliance ܥଵଶ GPa 45.3 53.8  
Elastic compliance ܥସସ GPa 39.6 59.4  

      

 

௩ܧ ൌ ௩,௔௩ܧ ൅ ∆଴

3 (A.1) 

௖ܧ ൌ ௩ܧ ൅ ௚ܧ (A.2) 
 

參考圖 A1 再利用(A.1)式和(A.2)式[12]可以得到ܧ௩_ூ௡஺௦、ܧ௖_ூ௡஺௦、ܧ௩_ீ௔஺௦和

௩ܧ∆௖_ீ௔஺௦，這裡我們採用ܧ ൌ 170ሺmeVሻ與∆ܧ௖ ൌ 935ሺmeVሻ。 
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圖 A1、InAs 和 GaAs 材料參數相對位置圖 
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附錄 B、擴散現象[12] 

    在有限深位能井中，有限元素法會的收斂上會有振盪，使的收斂性質

變的很差，最主要的原因是因為在位能井的邊界是一個不連續的位能井，

改善的方法是將位能井邊緣改成連續性的函數。可以用擴散效應來解決這

個問題，當半導體材料是具有異質介面時兩種不同材料會有互相參雜的現

象，使得材料在介面上是一個連續性的分佈。這裡我們同時比較平面波展

開法和有限差分法的收斂性。 

我們先來考慮三維有限位能井：我們的 Hamiltonian 如(B.1)式 

ܪ ൌ െ
԰ଶ

2݉଴
ଶ׏ ൅ ܸሺݎԦሻ                                                                             ሺB. 1ሻ 

ܸሺݎԦሻ ൌ ൝          1, െ
1
2

൑ x, y, z ൑
1
2

0, otherwise 
 

三維有限位能井我們的井是一個正立方體，在這個系統中我們可以藉由一

些數值計算來求得我們的半解析解，並與我們的程式所跑出的結果做一個

比較如圖 B.1 
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圖 B.1、三維有限位能井能階的收斂圖 

紅色是基態，綠色是第一激發態，藍色是第二激發態 

 

    我們可以看到在三維有限位能井中有限差分法的收斂很差，所以我們

必須考慮一下如何來改進我們的方法，在半導體系統中，異質接面通常會

有擴散的效應使的位能在邊的地方是一個連續性的函數。所以我們考慮了

擴散效應，先考慮一維的情況，藉由 Fick’s Law 如公式(B.2) 

߲݂
ݐ߲

ൌ ܽௗ
ଶ ߲ଶݕ

ଶݖ߲                                                                                             ሺB. 2ሻ 

aୢ是擴散系數，我們令 L 是擴散長度，則L ൌ 2aୢ√t，t 是擴散的時間，之

後我們可以得到(B.2)式的解如(B.3)式 

݂ሺݖሻ ൌ
1
2

቎݂݁ݎ ቌ
ݖ ൅ ܽ

2
ܮ

ቍ െ ݂ݎ݁ ቌ
ݖ ൅ ܽ

2
ܮ

ቍ቏                                          ሺB. 3ሻ 
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這裡 a 是位能井的寬度，而erf ሺݔሻ是 error functon。圖 B.2 綠線是原本的位

能，而藍線是考慮擴散現象位能的分佈。 

 

圖 B.2、擴散現象位能的分佈 

綠色的是尚未考慮擴散現象的情況， 

藍色的是考慮擴散現象的情況 

 

接下來我們將延伸到三維的情況，藉由計算我們可以得到三維的擴散方程

的解如(B.4)式 

݂ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ ௫݂ሺݔሻ ௬݂ሺݕሻ ௭݂ሺݖሻ                                                               ሺB. 4ሻ 

௫݂ሺݔሻ ൌ
1
2

቎݂݁ݎ ቌ
ݔ ൅ ܽ

2
ܮ

ቍ െ ݂ݎ݁ ቌ
ݔ ൅ ܽ

2
ܮ

ቍ቏ 
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௬݂ሺݕሻ ൌ
1
2

቎݂݁ݎ ቌ
ݕ ൅ ܽ

2
ܮ

ቍ െ ݂ݎ݁ ቌ
ݕ ൅ ܽ

2
ܮ

ቍ቏ 

௭݂ሺݖሻ ൌ
1
2

቎݂݁ݎ ቌ
ݖ ൅ ܽ

2
ܮ

ቍ െ ݂ݎ݁ ቌ
ݖ ൅ ܽ

2
ܮ

ቍ቏ 

然後我們重新計算我們的結果如圖 B.3 和圖 B.4 

接下來要把擴散方程的解帶入我們的計算中，在這部分就是把(B.4)式

݂ሺݔ, ,ݕ ,ݔሻ取代特徵函數ܺொ஽ሺݖ ,ݕ  。ሻ，(B.4)式僅適用在方形的量子點中ݖ

 

圖 B.3、三維有限位能井能階的收斂圖(考慮擴散效應) 

紅色是基態，綠色是第一激發態，藍色是第二激發態 
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圖 B.4、有限差分法能階的收斂百分比(考慮擴散效應)， 

這裡的分母是精確值 

由圖可以知當我們加上擴散效應後可以收斂到 5%以內 

所以在有限差分法中，位能是否夠平滑對於收斂來說是很重要的。 
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