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摘要 

 

  利用廣義擬似譜法，將波函數轉換至動量空間下運算，可以節省運算量且與實際

值誤差不大，能更為簡便的求得所需的結果。之後更可以將這些完備的波函數運用在

其他理論方法上，如微擾理論、SFA 等，提供一個可以簡單快速的計算工具，來判斷

電子在強雷射場下的行為，以及光電子游離的情形。 
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Calculation of the time-dependent Schrܗሷ dinger equation in momentum 

space and the study of atomic multiphoton ionization 
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Abstract 

 

Quantum mechanical wave function in momentum space with generalized 

pseudospectral method, we can save the amount of computation and that the error 

are small, and the result can be obtained with more easily way. Then we can apply 

those complete set of wave functions to other theory, such as perturbation theory, 

strong field approximation (SFA), etc., providing a simple and fast calculation tool 

to determine the motion of photonelectron in a strong laser field. 
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第一章  緒論 
自雷射發明以來，雷射和原子分子的交互作用一直被廣泛的研究與討論。在近年

來，強場雷射與原子交互作用產生一些現象，如高諧波激發和 ATI，許多基本的問題

也值得重新思考和討論，如 atomic stability，giant AC-Stark shifts，relativistic effects

等。於是在理論計算上，也發展了一些方法來計算原子系統的性質，如 TDSE 等。但

是實際上卻是相當複雜和困難，往往需要大量的計算量才可以仿擬出原來的理論構想，

鑒於此緣由，簡化計算過程是一項有意義的工作。 

在這篇論文裡，我們主要著重於 TDSE 的計算，我們改良以前的做法，將過去在

座標空間下計算 TDSE 轉換至動量空間來計算。除此之外，我們希望能建構相當完善

的波函數模型，這當中包含了束縛態和連續態(游離態)的波函數。束縛態(bound state)

是原子電子在空間中有限制的運動；連續態是原子電子在空間中較無限制的運動，但

也並非毫無限制的運動。有可能會和已游離電子的原子核作用，或是受其他的原子、

電子、離子，外部電場等影響。束縛電子的能量一般來說是負值，而自由電子的能量

是正值，然而能量為零通常稱為游離門檻(ionization threshold)。 

得到準確的波函數是相當重要的，一般我們會認為 TDSE 所計算的數值解與實際

解較為貼近，所以一但有其他理論方法被提出來時，我們可以將其結果與 TDSE 的數

值解相互做比較，進而確定其理論方法是否可信度高，值得被採納。故 TDSE 算是在

新的理論模型建構上不可或缺的重要工具之一。 

原子在受到一定頻率的輻射照射下，便會游離出電子，這是光電效應的基本條件

之一，搭配近代雷射的發展下，其強度不斷地提升，我們想重新研究原子在受到雷射

輻射之後，整個系統接下去的發展，游離電子和中心原子核的相互關係是如何。不管

在哪個領域，游離化是相當重要的一個機制，為了得知游離化程度，前人已經建構許

許多多的模型和理論，不過電子在游離態的行為，依舊無法準確來描述。在動量空間
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TDSE 求得的電子在連續態的波函數，或許可以順利解決這一類的問題，並重新檢視

以往的理論模型，加以修改使之更臻於完整。 

下面會先簡單介紹原子分子與輻射交互作用的一些基本的理論，藉由了解這些理

論，我們可以更深刻感受到在微觀結構下，雷射場會對原子分子帶來何種影響，並有

助於培養我們對此領域的物理概念。 
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第二章  理論 
在這裡使用的能量都是幾個電子伏特，並不會牽涉到狹義相對論，故下面討論都

是建設在半古典理論(semi-classical theory)的架構下。所謂的半古典就是將輻射場以古

典的方式描述，而原子分子以量子描述。 

 在高功率雷射系統中，我們可以假定有個 500mJ，50-fs的脈衝集中在直徑為 5 µm

的範圍裡，它的雷射強度ሺIሻ可以高達4 ൈ 10ଵଽ W cmଶ⁄ ，其相對應的電場ሺEሻ是

2 ൈ 10ଵଵ V cm⁄ 。跟它比起來，對於氫原子來說算是相當大的數量級，因為根據波耳

模型，氫原子電場強度ሺIሻ只有3.5 ൈ 10ଵ W cmଶ⁄ ，對映的電場大小ሺEሻ只有

5.1 ൈ 10ଽ V cm⁄ 。所以當雷射強度接近原子電場強度時，在實驗上量測下，有許多奇

特的物理現象被觀察出來，為了瞭解整個系統的運作過程，我們必須一步步了解幾個

重要的理論。 

 

動態斯塔克效應 AC-Stark effect 

在雷射輻射下，會有幾個不同的效應伴隨著多光子躍遷，其中一個現象就是

AC-Stark effect 造成原子能態的偏移。當雷射打入原子後，因為雷射電場的振幅隨時

間改變而改變，能態的偏移會隨著雷射電場的振幅逐漸增長，而增加過了脈衝峰頂後，

就慢慢的遞減直到脈衝的結束。其中特別一個例子是電場振幅呈週期性改變，而這種

能態的偏移情形我們稱之為動態斯塔克效應 AC-Stark effect。 

不過碰到相關的問題時，很難區分何時是共振游離(resonant ionization)或是直接

游離(directോnonresonant ionization)，一般沒有特別說明的情況下，都是以直接游離的

情況下來考慮。 
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多光子電離(multi-photon ionization)(MPI) 

束縛電子要游離可以藉由吸收單一顆高頻率光子，即如同光電效應一般，或是同

時吸收好幾個低頻率光子來達成游離目的。不過後者需要搭配高輻射電場強度(光子

密度)才有可能發生。從微擾理論可以得知，n-光子游離速率Γ為 

Γ ൌ ܫߪ
 

為多光子截面(generalize multiphoton cross-section)[1]，下標ߪ n 表示吸收 n 個光子，

其與原子結構，輻射的頻率和極化有關。n 越大，ߪ越小；ܫ
為雷射電場強度。通

常電場強度大於10ଵ W cmଶ⁄ 就會產生多光子電離(multi-photon ionization)。[2]

 

圖 2.1  A.電子同時吸收四個能量為ω光子，恰好滿足束縛能E而游離，這就是多

光子電離(multi-photon ionization)；B.電子吸收除游離需要的四顆光子外，又多

吸收兩顆光子，會產生閥上電離(ATI)現象，電子在離開原子核時有額外的動

量。 

自 1960 年代雷射被發明以來，原子與輻射交互作用的相關研究陸續被探討，

Voronov 和 Delone 等更在 1965 年左右開始進行多光子電離(multi-photon ionization)的

研究。當低頻率的光子輻射到原子，原子內的電子能藉此獲得能量，當獲得足夠的能

量，就能從低能態躍遷到相對較高的能態，在這些能態上，電子依舊被原子核束縛住。
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當電子吸收光子的能量超過於原子的游離能I時，電子就能從原子當中游離出去，並

獲得動能E，此機制稱為多光子電離 multi-photon ionization，如圖 2.1(A) 

E ൌ  nω െ I 

n 為電子從光子得到能量恰好超過原子游離能，所需最少的光子個數。ω為光子頻率。 

在 1979 年由 Agostini[3]實驗發現，當輻射強度逐漸增強(10ଵଶ~10ଵସ W cmଶ⁄ )時，

游離的電子可以持續吸收光子的能量，如圖2.1(B)所示。在光電子游離的能量光譜上，

可以看到明顯的波峰，峰與峰的寬度不但相等，恰好對應著輻射光子的能量，這個現

象就稱作閥上電離(above-threshold ionization, ATI)，如下圖 

 

圖 2.2 氙原子的光電子能量游離光譜，在λ ൌ 1064 nm平均雷射電場強度為

10ଵସ W cmଶ⁄ 。原圖引用自[4]。 

 不過閥上電離(ATI)還是有欠缺不足的地方，因為現在輻射電場大小是會以一定

頻率改變，電子受到電場作用會來回振盪，當電子的振盪頻率大於光子振盪頻率時，

就不再是一般單純的閥上電離(ATI)，故我們要討論另外一個可能的游離െ隧穿電離

(tunneling ionization)。Kruit(1983)表示此時的閥上電離(ATI)是一種非微擾過程，即使

此時雷射強度只有10ଵଷ W cmଶ⁄ 。 



 

6 
 

一般來說，只要雷射強度I ا I，我們可以利用低階微擾理論 lowest order 

perturbation theory (LOPT)來計算電子躍遷速率。舉例來說，在計算 n-光子游離從能

量E的初始態Ψ到能量密度為ρሺEሻ的連續態，其中E ൌ ଶ݇ଶ ሺ2݉⁄ ሻ，則 LOPT 躍遷

速率為 

W
ሺሻ ൌ ሺ

ߨ2


ሻሺ2ߙߨሻܫቚ ܶ
ሺሻቚ

ଶ
ρሺEሻ 

 為精細結構常數ߙ

ܶ
ሺሻ ൌ   ڮ 

ොࢿ|Ψۃ · Ψషభ|ࡾ
ۄ ڮ Ψమۃ

ොࢿ| · Ψభ|ࡾ
Ψభۃۄ

ොࢿ| · ۄΨ|ࡾ

൫E  ሺ݊ െ 1ሻω െ Eషభ
൯ ڮ ൫E  2ω െ Eమ

൯൫E  ω െ Eభ
൯

షభమభ

 

ܶ
ሺሻ

為 LOPT 躍遷矩陣元素 

在這個公式裡，可以看到因選擇規則而禁止的單光子躍遷(如 1s2s)，藉由多光

子吸收可以達成。有一點必須注意的是，低階微擾理論(LOPT)並不適用於共振的多

光子吸收情況。在共振的情況下，可以用 Feshbach projection operator 方法去計算得

到 optical potential。當共振情形出現，通常都是共振影響較大，這種游離另外又稱

作為共振增強多光子電離 resonance-enhanced multiphoton ionization (REMPI)，如下

圖 

 

圖 2.3  (A)多光子和二光子游離；(B)共振增強多光子電離 



 

7 
 

不過，當雷射強度逐漸增強(10ଵଷ W cmଶ⁄ )，低階微擾理論(LOPT)計算就不太適用，

這時我們得另尋其他適當的近似方法，例如 Volkov wave function，Coulomb Volkov 

wave ，Floquet theory 和數值解 TDSE。 

 

隧穿電離 tunneling ionization 

當雷射的強度夠大時(10ଵଷ~10ଵହ W cmଶ⁄ )，庫倫位能會受到雷射電場的微擾而產

生變化，位能障壁就好像傾斜一樣，這時候基態電子就像穿過隧道一樣，有一定機率

可游離出位能障壁外，這就叫做隧穿電離(tunneling ionization)。當電場大到使位能障

壁的鞍點(saddle-point)低於基態的束縛能時，這種情況我們就叫作過勢壘電離

(over-the-barrier ionization)。其中有兩個近似方法可以計算電子游離速率- Keldysh 

theory 和 ADK theory，不過 Keldysh theory 會比實際值少，因為它忽略了庫倫場的效

應，然而 ADK theory 卻可以與實驗數據相當接近。 

 

圖 2.4  (A)多光子電離 (B)隧穿電離(C)過勢壘電離 

 

動力勢能 ponderomotive potential 

原子內的束縛電子會受到外加電場的影響而加速，在原子內部做來回震盪運動，

當滿足一定能量，能夠擺脫原子核的束縛而游離，即 tunneling ionization。 
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動力勢能與帶電粒子在電磁場中震盪的平均動能相等。 

假設在真空下，我們有一個電場其可以表示成 

,ݎሺܧ ሻݐ ൌ  .ሻݐ߱)ሻcosݎሺܧ

߱為震盪頻率。經過一連串的計算後，我們可以得到動力勢[附錄] 

ܷ ൌ
݁ଶܫ

2݉ߝܿ߱ଶ 

其中 I 為輻射電場強度，ߝ為真空下的介電常數。 

則我們可以得到凱耳什參數γ(Keldysh parameterγ ) 

γ ൌ ඨ
ܧ

2ܷ
ൌ ߱ඨ

ܧ2

ܫ
 

其中ܧ為電子游離能。 

 我們可以透過凱耳什參數判斷，若γ ب 1，則此系統為多光子電離(MPI)；若γ ൏ 1，

則此系統為隧道電離(tunneling ionization)。 
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第三章  計算方法 
首先，考慮一個三維的氫原子薛丁格方程 

റሻݎሺߖ߅ ൌ ቈ
ଶ

2݉
 ܸሺݎറሻ  റሻݎሺߖ

其中ܸሺݎറሻ為球對稱，所以可替換成ܸሺݎሻ。以往的做法是在座標空間下解此方程式，

上述方程式可改寫成 

߅ ൌ െ
ଶ

2݉
ଶ  ܸሺݎሻ 

ൌ െ
ଶ

2݉
ቈ

1
ଶݎ

∂
ݎ∂

൬ݎଶ ∂
ݎ∂

൰ 
1

ߠ݊݅ݏଶݎ
∂

ߠ∂
൬ߠ݊݅ݏ

∂
ߠ∂

൰ 
1

ߠଶ݊݅ݏଶݎ
∂ଶ

∂߶ଶ  ܸሺݎሻ 

ൌ െ
ଶ

2݉
ቈ

1
ଶݎ

∂
ݎ∂

൬ݎଶ ∂
ݎ∂

൰ െ
ۺ

ଶݎଶ  ܸሺݎሻ 

氫原子的波函數在 r 無窮遠處仍會有震盪，故在數值上為了解此方程式，常常會要

把 r 取的非常大，以接近實際的情況，但此作法不但繁複困難，而且在計算量也相

當大。所以現在我們換個方式，在動量空間下解此薛丁格方程。 

利用傅立葉轉換 

 ߶ሺറሻ ൌ
1

ሺ2ߨሻ
య
మ

න expሺെ݅റ ڄ റሻݎ ߰ሺݎറሻ  റ ሺ1ሻݎ݀

 ߰ሺݎറሻ ൌ
1

ሺ2ߨሻ
య
మ

න exp ሺ݅റ ڄ റሻറሻ߶ሺݎ  റ ሺ2ሻ݀

原 time-independent 薛丁格方程式 

ቈ
ଶ

2݉
 ܸሺݎറሻ ߰ሺݎറሻ ൌ  റሻݎሺ߰ܧ

兩邊同乘以ሺ2ߨሻିଷ ଶ⁄ expሺെ݅റ ڄ  റሻ然後再對整個空間積分，我們發現使用(1)之後ݎ
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ଶ

2
 ߶ሺറሻ  ሺ2ߨሻିଷ ଶ⁄ න expሺെ݅റ ڄ റሻݎറሻ߰ሺݎറሻܸሺݎ റݎ݀ ൌ  റሻሺ߶ܧ

接著使用(2)，可得 

 ቈ
ଶ

2݉
െ ܧ ߶ሺറሻ ൌ െ න ܸ ሺറ െ  റ ሺ3ሻݍറሻ݀ݍറሻ߶ሺݍ

上述方程式為在動量空間下的薛丁格方程。其中 

 ܸሺറ െ റሻݍ ൌ
1

ሺ2ߨሻଷ න exp ሾെ݅ሺറ െ റሻݍ ڄ റሿݎ ܸሺݎറሻ݀ݎറ ሺ4ሻ 

因為在座標空間下，ߖሺݎറሻ可以用球座標表示。相同地，動量座標下的波函數可

以表示成(附錄 B) 

 ߶ሺറሻ ൌ ሻ,ሺܨ ܻ,ሺߠ, ߮ሻ (5) 

另外，我們也可以把ܸሺ|റ െ  റ|ሻ用勒讓得多項式展開ݍ

 ܸሺ|റ െ റ|ሻݍ ൌ  ܶሺ, ሻݍ
ஶ

ୀ

ܲሺݔሻ (6) 

其中ݔ ൌ റ ڄ റݍ ሺݍሻ⁄ 以及 ܶሺ, ሻݍ ൌ ଶାଵ

ଶ
 ܲሺݔሻ

ଵ
ିଵ ܸሺ|റ െ  ݔറ|ሻ݀ݍ

將(5)(6)代入(3)中，則結果變成 

 ቈ
ଶ

2݉
െ ܧ ሻ,ሺܨ ൌ െ න ଶݍ

ஶ


,ሺܭ  ሺ7ሻ ݍሻ݀ݍ,ሺܨሻݍ

其中 

,ሺܭ  ሻݍ ൌ ߨ2 න ܸሺ|റ െ റ|ሻݍ
ଵ

ିଵ
ܲሺݔሻ  (8) ݔ݀
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故考慮氫原子系統時，將庫倫位能 ܸሺݎറሻ ൌ െ ܼ ⁄റݎ 代入(4)，我們即可得到 

 ܸሺܳሻ ൌ െ
ܼ

ଶߨ2

1
ܳଶ (9) 

其中Q ൌ റ| െ  റ|。然後再將(9)代入(8)ݍ

,ሺܭ ሻݍ ൌ െ
ܼ
ߨ

1
ݍ2

න
1

ሺమାమ

ଶ
ሻ െ ݔ

ଵ

ିଵ
ܲሺݔሻ݀ݔ 

ൌ െ
ܼ
ߨ

1
ݍ

ܳ ቆ
ଶ  ଶݍ

ݍ2
ቇ 

我們可以將ܭሺ, ሻ可以用第二類ݍ Legendre functions ܳ表示 

,ሺܭ  ሻݍ ൌ െ
ܼ

ݍߨ
ܳሺzሻ (10) 

其中 

ܳሺzሻ ൌ
1
2

න
1

z െ ݔ

ଵ

ିଵ
ܲሺݔሻ݀ݔ                          z ൌ

ଶ  ଶݍ

ݍ2
 

這裡 ܲሺݔሻ為第一類勒讓德方程ሺLegendre function of the first kind)。不過，當

z ൌ 1ሺ ൌ ሻ，在ܳሺzሻ會產生奇異點。所以為避免數值計算上的困難，我們用ݍ Lande’ 

subtraction technique 將 ଶݍ ,ሺܭ  。改寫ݍሻ݀ݍ,ሺܨሻݍ
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Lande’ subtractiontechnique 

在動量空間下解薛丁格方程式雖然是個很好的方法，不過在庫倫位能項會遇到第二類

勒讓德方程在z ൌ 1分母為零的情形，也就是所謂的奇異點，這會造成在計算波函數

時，不易得到精準的值，也就喪失了在動量空間下解薛丁格方程式的好處了。為了避

掉奇異點，Lande’ subtraction technique 提供一個聰明的方法。 

 න ଶݍ ,ሺܭ   ݍሻ݀ݍ,ሺܨሻݍ

 ൌ ሻ,ሺܨଶ න
,ሺܭ ሻݍ

ܲሺzሻ
ݍ݀  න ,ሺܭ ሻݍ,ሺܨଶݍሻሾݍ െ

ሻ,ሺܨଶ

ܲሺzሻ
ሿ݀(11) ݍ 

其中我們令 

 ܵሺሻ ൌ ሻሺ݈,݊ܨ න
,ሺ݈ܭ ሻݍ

݈ܲሺzሻ
 (12) ݍ݀

當趨近ݍ時，中括號裡頭的值比ܭሺ, ሻ更快為零，所以我們可以視為當ݍ ՜ 時，(10)式等ݍ

號右邊第二個積分中的ܭሺ,  ሻ為零，即可以令ݍ

 νሺ, ሻݍ ൌ ൜
0 ,  ൌ ݍ

,ሺܭ ሻݍ ,  ് ݍ  (13) 

所以，(10)式等號右邊第二個積分 

න ,ሺݒ ݍሻ݀ݍ,ሺܨଶݍሻݍ െ  ሻሺ݈ݑଶ

其中 

ሻሺݑ  ൌ ሻሺ݈,݊ܨ න
,ሺ݈ݒ ሻݍ

݈ܲሺzሻ
 (14) ݍ݀

則原方程式(7) 

ቈ
ଶ

2݉
െ ܧ  2ሺ ܵሺሻ െ ሻሻሺݑ ሻ,ሺܨ ൌ െ න ଶݍ ,ሺݒ  ݍሻ݀ݍ,ሺܨሻݍ

利用(10)(12)(13)(14)我們就可以將上式化簡成特徵值問題，通常這個做法比較適當。 
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不過我們還可以有別的做法。一樣，我們將庫倫位能代入(4)，不過在積分前，

先依照 ് 和ݍ ൌ 這兩種情況將被積函數做調整，再執行積分到動量空間，我們可ݍ

以得到 

 ܸሺܳሻ ൌ

ە
۔

ۓ
cosሺܴܳሻ െ 1

ଶܳଶߨ2 , ݂݅ ܳ ് 0

െܴଶ

ଶߨ4 , ݂݅ ܳ ൌ 0

 (15) 

其中Q ൌ റ| െ റ|，Rݍ 為氫原子位能在數值計算上，使߰ሺݎറሻ能夠吻合實際波函數圖形所

需要最大的距離。所以我們知道，與 Lande’ subtraction 最大的差異就在於我們必須決

定適當的 R 值，否則我們很容易造成計算上的損失。 

之後，我們將ܸሺܳሻ用勒讓得多項式展開，即 

 ܸሺ|റ െ റ|ሻݍ ൌ  ܽሺറ, റሻݍ
ୀ

ܲሺܿߛݏሻ  

 ܽሺ, ሻݍ ൌ
2݈  1

2
න ܸሺ|റ െ റ|ሻݍ

ଵ

ିଵ
ܲሺݔሻ݀(16) ݔ 

其中ߛ為റ和ݍറ的夾角，且ݔ ൌ  ߛݏܿ

我們將(15)代入(17)來取得只由動量和ݍ所組成的參數ܽሺ, ሻ，上述積分可以用ݍ

高斯積分(Gaussian quadrature)來控制精準度。現在我們可以看到奇異點(singularity)只

會發生在 ൌ ߛ且ݍ ൌ 0時。所以對我們來說，上述的積分並不會對我們造成任何困難。 

將(8)代入(7)，再用(16)得到ܽሺ,  ሻ的形式，就會變成ݍ

ቈ
ଶ

2݉
െ ܧ ሻ,ሺܨ 

ߨ4
2݈  1

න ܽሺ, ሻݍ
ೌೣ


ݍଶ݀ݍሻݍ,ሺܨ ൌ 0 
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廣義擬似譜法 Generalized pseudospectral method 

接下來，把動量空間薛丁格方程轉變為解特徵值問題。因為電子動能絕大部分都

是有限值，故我們可以很放心的判斷波函數在動量空間下會被侷限在一個有限的體積，

只要選定的max 足夠實際電子運動的最大動能。藉由解決特徵值問題，我們可以得

到一組完備的函數可以描述我們要的波函數，這種方法就叫做廣義擬似譜法

Generalized pseudospectral method。 

從座標空間的氫原子波函數可以得知，在 r 比較小的範圍震盪比較劇烈，故在選

擇動量格點時，我們相對也較傾向於在動量較小的時候切割多一點格點。我們把值域

x א ሾെ1，1ሿ映射到[0，max]利用 

ሻݔሺ ൌ ܮ
1  ݔ

1 െ ݔ  ߙ
 

當中ߙ ൌ ܮ2 ⁄ݔܽ݉ 。小的值取較密的分割點越小的時候，可以在ܮ為映射參數。當ܮ，

在這裡我們透過 Gauss–Legendre–Lobatto quadrature 來選定ሼݔሽ和相對應的ሼω୩ሽ，其中

ሼx୩ሽ和ሼω୩ሽ為勒讓得多項式的零點和所對應的權重。當然亦可以選擇高斯積分

(Gaussian quadrature)來取點，只是就庫倫位能來說，前者的數值會更精確。有了這些

分格點之後，動量空間薛丁格方程就可以寫成 

ቈ


ଶ

2݉
െ ܧ ሻ,ሺܨ 

ߨ4
2݈  1

 ߱

ே

ୀଵ

ܽ൫, ݍ൯ݍ,൫ܨ൯ݍ
ଶݍᇱ൫ݔ൯ ൌ 0 

݅ ൌ 1,2,3, ڮ , ܰ; 

其中ݍ ൌ ൯ݔᇱ൫ݍ，ሻݔሺ ൌ  ሻݔᇱሺ 

分別求出特徵值和特徵向量之後，其各別代表的是束縛能和相對應的波函數。接著

我們加入雷射的向量位能場，並假設電偶極近似(dipole approximation)，然後與時間相關

的薛丁格方程和波函數寫成 
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 ݅
߲߰
ݐ߲

ൌ ሾ߅  ሻݐറሺܣ · ,ററሿ߰ሺ  ሻ (17)ݐ

߰ሺറ, ሻݐ ൌ  ሻݐ,ሺܥ
,

ሻ,ሺܨ ܻ,ሺߠ, ߮ሻ 

其中，電場ܧሬറሺݐሻ ൌ െ߲ܣറሺݐሻ/߲ݐ。這裡我們假定雷射是線性極化場，所以不考慮磁軌道

量子數݉，而݊，݈分別代表主量子數和軌道量子數。我們將波函數代入薛丁格方程做

更進一步的化簡 

 

݅
ሻݐ,ሺܥ߲

ݐ߲
ൌ ሻݐ,ሺܥ,ܧ  ሻݐሺܣ ሼ

ᇲ

ܾܥᇲ,ିଵሺݐሻ න  ሻ݀ᇲ,ିଵሺܨଷሻ,ሺܨ

 ܾାଵܥᇲ,ାଵሺݐሻ න  (18) ሻ݀ᇲ,ାଵሺܨଷሻ,ሺܨ

其中 

ܾ ൌ
݈

ඥሺ2݈  1ሻሺ2݈ െ 1ሻ
 

 

我們可以把ܥሺݐሻ分成實部和虛部，再利用蛙跳法 stagger leap-frog algorithm 或四

階隆巨—庫塔法 4th Order Runge-Kutta Method等數值方法來對(18)來求解隨時間傳

播改變的波函數，但其所花費的時間過長。對於處理這一類的問題的演算法有很多，

我們必須尋求一個更有效且快速地解析方法來解決這個非定態薛丁格方程

(non-stationary Schroሷ dinger equation)，在這裡我們採用二階劈裂算符法(two-order 

split-operator method)的數值方法為來計算(17)。 
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分裂算符法(  split-operator method  ) 

我們經由之前的運算可以在動量空間下得到一組的完備的波函數，所以我們將利

用這些波函數作為基底展開非定態薛丁格方程式，來求得時間演進的波函數。 

考慮在某個時間ݐ給定一個初始狀態 |ߖሺݐሻۧ，經過一段時間後，其狀態變為

 ሻۧ，則我們可以描述此非定態薛丁格方程為ݐሺߖ| 

݅
߲
ݐ߲

ሻۧݐሺߖ|  ൌ  ሻۧݐሺߖ|ܪ

ሻۧݐሺߖ|   ൌ ܷሺݐ,  ሻۧ (19)ݐሺߖ|ሻݐ

其中ܷሺݐ, ሻ為時間演進運算子。對上式積分化簡，若ݐ H 為與時間無關，我們可

以得到 

 ܷሺݐ, ሻݐ ൌ ݁ିሺ௧ି௧బሻு (20) 

但我們知道 H 與時間有關，ܪ ൌ ܪ  ܸ，其中 

ܪ ൌ
ଶ

2݉
 න ܸ ሺറ െ റܸݍറሻ݀ݍ ൌ ሻݐറሺܣ ·  റ

故ܷሺݐ,  ሻ的形式應為ݐ

ܷሺݐ, ሻݐ ൌ exp ቈെ݅ න ᇱሻݐሺܪᇱݐ݀
௧

௧బ

 

接著我們可以用二階劈裂算符法(two-order split-operator method)，也就是將

ܷሺݐ  Δt,  ሻ分解成對稱的形式[12]，如ݐ

 ܷሺݐ  Δt, ሻݐ  ݁
షಹబ೩

మ ൈ ݁
షೇሺశ

೩
మ ሻ೩

మ ൈ ݁
షಹబ೩

మ  (21) 

其中ߖ,,,為ܪ的特徵向量，且ߖ,,,ሺറ, ሻݐ ൌ  ሻۧ為完備集合，又ݐሺߖ|റۦ
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  റ݀ |ۦۧ| ൌ 1Σ|ߖۦۧߖ| ൌ1 (22) 

故將(21)作用在(19)，並適當插入(22)，可得 

ሻۧݐሺߖቚۦ

ൌ  ∑,,,,,ߖ|ۦۧߖۦห݁
షಹబ೩

మ ݁|ۦۧ|ߖۦۧߖ|  
షೇቀశ

೩
మ ቁ೩

మ ݁|ߖۦۧߖ|ۦۧ|
షಹబ೩

మ  ሻۧݐሺߖ|ۦۧ|ߖۦۧߖ| 

其中 

Σߖۦ ฬe
షಹబ೩

మ ฬ ۧߖ ൌ exp ሺ
െ݅ܪݐ߂

2
ሻߜߖܪ ൌ  ߖܧ

化簡後可得 

∑,, ߖሺሻ݁
షಶ೩

మ ߖ 
ሻ݁ሺכ

షಲሺశ
೩
మ ሻ್್೩ೞഇ

మ ሻ݁ሺߖ
షಶ೩

మ ߖ
,ሺߖሻሺכ  ሻݐ

 

我們用勒讓得多項式展開波函數 

,൫ߖ ,ߠ ൯ݐ ൌ  ݃

ೌೣ

ୀ

ሺሻ ܲሺcosߠሻ 

其中 ܲሺcosߠሻ為規一化勒讓得多項式，我們可以得到݃ሺݎሻ透過高斯-勒讓得積分

(Gauss-Legendre guadrature) 

݃ሺሻ ൌ  w

ାଵ

ୀଵ

ܲሺcosߠሻ ߖሺ, ,ߠ  ሻݐ

{ cosߠ}為 ܲାଵ的 l+1 個零點，而{w}為與零點對應的權重。這裡的規一化相當重要，

可以避免中途一些不必要的係數，使得整個傳遞能夠簡單明瞭。當波函數作用到場的

部份時，必須將波函數分解成不同角動量的成分再進行作用，因為不同角動量的波函

數對於與雷射場的效應不同，根據選擇規則，每個角動量只會與其鄰近正負一角動量
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產生交互作用，所以這個部分必須小心謹慎。 

 當處於雷射場中，電子便會吸收光子的能量產生躍遷，進而發生游離。故當雷射

做用完之後，我們必須了解當下電子的狀態，其中我們對於游離態更是興趣濃厚。因

為不同角動量量子數的波函數彼此正交，故我們利用投影的方式，從一堆疊加態的波

函數裏頭分離出束縛態和游離態，找尋我們想知道的資訊，我們有束縛態投影運算子 

ܲ ൌ  |ఈߖۦఈۧߖ|
 ாഀழ

 

和游離態投影運算子 

ܲ ൌ  |ఈߖۦఈۧߖ|
 ாഀஹ

 

其中ܧఈ和ߖఈ分別為沒有微擾的哈密顿運算子的特徵值和特徵函數，很明顯地，

ܲ  ܲ ൌ  ܫ

所以對於總波函數ߖሺሬ݇റ, ,ሺሬ݇റߖሻ，可以分成束縛態ݐ ,ሺሬ݇റߖሻ和游離態ݐ  ሻ，其中ݐ

,റ൫ߖ| ൯ൿݐ ൌ ܲ ߖ൫റ, ൯ݐ ൌ  |ఈߖۦఈۧߖ|
 ாഀழ

,റ൫ߖ  ൯ൿݐ

,റ൫ߖ| ൯ൿݐ ൌ ܲ ߖ൫റ, ൯ݐ ൌ  |ఈߖۦఈۧߖ|
 ாഀஹ

,റ൫ߖ  ൯ൿݐ

三重微分電離機率(triple differential ionization probability)為光電子在റ ൌ

ሺ, ,ߠ ߶ሻ能量為ܧ ൌ ଶ  2݉⁄ 的機率密度 

߲ଷP
Ω߲ܧ߲

ൌ ,റ൫ߖห ൯หݐ
ଶ
 

二重微分電離機率(double differential ionization probability) (DDIP)因為整個原子

系統是軸對稱，所以與߶無關 

߲ଶP
ߠ߲ߠ݊݅ݏܧ߲

ൌ ሺߨ2
߲ଷP

Ω߲ܧ߲
ሻ 
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微分電離機率(differential ionization probability) (DIP)可以看到光電子閥上電離(ATI)

光譜 

߲P
ܧ߲

ൌ න ቆ
߲ଶP

ߠ߲ ߠ݊݅ݏ ܧ߲
ቇ

గ


 ߠ݀ ߠ݊݅ݏ

 

總電離機率(total ionization probability )(TIP) 

P ൌ න ൬
߲ܲ
ܧ߲

൰
ஶ


 ܧ݀
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第四章  結果 
我們用ݔܽ݉ ൌ 20 a.u.， ܮ ൌ 2，格子數 256 個，lmax= 21 R=150 

特徵值與氫原子能階െ0.5݊ିଶ誤差 

 

表一、ns 能量數值解，解析解和其誤差值 

  n ns 數值解 ns 解析解 誤差 

1 -0.5 -0.50069 0.000693

2 -0.125 -0.12512 0.000118

3 -0.05556 -0.05559 3.73E-05

4 -0.03125 -0.03127 1.61E-05

5 -0.02 -0.02001 8.33E-06

6 -0.01389 -0.01389 4.85E-06

7 -0.0102 -0.01021 2.80E-06

8 -0.00781 -0.00779 -2.53E-05

9 -0.00617 -0.00577 -0.00041

10 -0.005 -0.0034 -0.0016 

11 -0.00413 -0.00063 -0.0035 

 

表二、np 能量數值解，解析解和其誤差值 

n np 數值解 np 解析解 誤差 

1 - - - 

2 -0.125 -0.12501 8.28E-06

3 -0.05556 -0.05556 3.13E-06

4 -0.03125 -0.03125 1.43E-06

5 -0.02 -0.02 7.58E-07

6 -0.01389 -0.01389 4.47E-07

7 -0.0102 -0.0102 1.31E-07

8 -0.00781 -0.00779 -2.50E-05

9 -0.00617 -0.00579 -0.00038

10 -0.005 -0.00345 -0.00155

11 -0.00413 -0.00072 -0.00341
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特徵向量與基態Fଵ௦ ൌ ଶ
ఱ

మൗ

√గ

ଵ

ሺଵାమሻమ比較 

 

圖 4.1 藍線代表為 1s 波函數在由理論計算後在動量空間下的圖形，星點為用數值方法

求得的數值。 

 

我們可以看到解析解和數值解幾乎很貼近，不過實際上仍無法重合，猜想

應該若是將漢米爾矩陣用 Lande’ subtractiontechnique 來組成，應該能增加其準

確度，使圖形能重合。 

 

震子強度(Oscillator strengths) 

 

為了可以確認我們所得到的波函數是否正確，我們可以計算能態間的躍遷

震盪強度。下列式子分別為從能態(n, l)躍遷至能態(nᇱ, ݈ᇱ)的震盪強度。在 Bethe 

and Salpeter 的書上[7]也列舉了一些數值供給校正。 

f,ืᇲ,ାଵ ൌ
2ሺ݈  1ሻ

3ሺ2݈  1ሻ
1

ᇲܧ െ ܧ
ฬන ሻฬᇲ,ାଵሺܨሻ,ሺܨଷ

ଶ

 

f,ืᇲ,ିଵ ൌ
2݈

3ሺ2݈  1ሻ
1

ᇲܧ െ ܧ
ฬන ሻฬᇲ,ିଵሺܨሻ,ሺܨଷ

ଶ
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在表三和表四裡，可以看到我們的數值與實際值相符，另外，當我們選擇

較多的格點數，或是較大的最大動能值ݔܽ݉和距離R時，都有助於精確度的提

升。 

 

表三、從ns՜np震子強度:Bethe and Salpeter和數值解的誤差 

  1s 2s 3s 4s 

  B-S 誤差 B-S 誤差 B-S 誤差 B-S 誤差 

2p 0.4162 -7.689[-4] -   -0.041 -1.319[-4] -0.009 -2.031[-4] 

3p 0.0791 -3.561[-5] 0.4349 -1.777[-3] -   -0.079 -1.860[-2] 

4p 0.029 -1.077[-5] 0.1028 -2.573[-4] 0.484 -1.755[-3] -   

5p 0.0139 3.993[-5] 0.0419 -3.453[-5] 0.121 -3.542[-4] 0.545 3.941[-3] 

6p 0.0078 1.099[-6] 0.0216 2.395[-6] 0.052 -7.306[-4] 0.138 -3.886[-4] 

7p 0.0048 1.695[-5] 0.0127 3.110[-5] 0.027 3.208[-4] 0.06 -5.091[-4] 

8p 0.0032 1.361[-4] 0.0081 4.604[-4] 0.016 1.292[-3] 0.033 6.598[-4] 

 

表四、從np՜ns震子強度:Bethe and Salpeter和數值解的誤差 

  2p   3p   4p   

  B-S 誤差 B-S 誤差 B-S 誤差 

1s -0.139 5.229[-4] -0.0026 -2.375[-2] -0.01 3.369[-4]

2s -   -0.145 6.259[-4] -0.034 -1.808[-4]

3s 0.014 -2.893[-4] -   -0.161 2.518[-4]

4s 0.0031 -3.228[-5] 0.032 5.356[-4] -   

5s 0.0012 2.181[-5] 0.007 4.828[-4] 0.053 3.666[-4]

6s 0.0006 2.220[-5] 0.003 5.315[-5] 0.012 4.252[-4]

7s 0.0003 -1.340[-4] 0.002 -4.101[-4] 0.006 -8.698[-4]

8s 0.0002 4.455[-5] 0.001 -3.855[-6] 0.003 -1.652[-4]
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接下來試著加入我們的雷射電場 

A ൌ
E

߱
sinଶሺ

ݐߨ
ܶ

ሻ sinሺ߱ݐሻ 

Case 1： E= 0.3 ߱ ൌ 0.5     T=10 cycle = 126 au  

 

     圖4.2  DDIP：E ൌ0.3au,߱ ൌ 0.5au 

 

    (a)          (b) 

圖4.3  (a)、Chu的DIP圖形：E ൌ 0.3au, ߱ ൌ0.5au(b)、數值解的DIP圖形 E ൌ

 0.3au,߱ ൌ0.5au 

 圖4.3(a)和(b)在比例上是差不多的，不過(a)取的格點數較多，所以能把後面能量

較高的形狀表現出來。 
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Case 2：E= 0.5      ߱ ൌ 0.5     T=10 cycle = 126 au 

 

圖4.4  DDIP：E ൌ 0.5au,߱ ൌ 0.5au 

 

(a)(b) 

圖4.5  (a)、Chu的DIP圖形：Eൌ 0.5au, ߱ ൌ0.5au(b)、數值解的DIP圖形： Eൌ

 0.5au,߱ ൌ0.5au 

圖4.5(b)的趨勢和圖4.5(a)幾乎差不多，在數量級上也可以接受，不過無法如圖

4.5(a)能清楚表現其ATI圖形。 
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Case 3：E= 1       ߱ ൌ 0.5     T=10 cycle = 126 au  

 

圖4.6  DDIP：E ൌ1 au, ߱ ൌ 0.5 au 

(a)                                      (b) 

圖4.7  (a)、Chu的DIP圖形：Eൌ 1 au, ߱ ൌ  0.5 au(b)、數值解的DIP圖形: Eൌ 1 au  

߱ ൌ  0.5au 

圖4.7(b)的趨勢和圖4.7(a)差了更多，不過在數量及尚在數量級勉強也可以接受，

若能增加格點數，相信圖4.7(b)會與圖4.7(a)接近 
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第五章  結論 
 在我的計算裡，由初始態和震子強度的數值都和解析解相差不大，所以是值得信任

的。接下來在跑ATI的圖時，當電場大小為0.3au，前面幾個特徵的ATI都有出現，不過

能量越大越看不清楚；當電場大小提高時，雖然數量級差不多，可是ATI卻幾乎看不到

了，不過從二重微分電離機率圖可以看出，當電場增加時，環數越來越多，也就是說明

ATI的峰越來越多。為了可以清楚得到ATI的圖形，必須增加格子點數才行。在這裡，只

有切256個格子點，所以才會造成許多現象無法出現。 
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附錄 A動力勢能 
電磁波會造成電子來回加速的運動，在強雷射場下，這種震盪運動具有一定的影

響。首先考慮一個會隨空間位置改變的電場，它的形式為 

,റݎሺܧ ሻݐ ൌ  .ሻݐ߱)റሻcosݎሺܧ

電場振幅可以用泰勒展開近似成 

റሻݎሺܧ ൌ റሻݎሺܧ  ሺݎߜറሺݐሻ · |റୀറబܧሻ   ڮ

其中ݎߜറሺݐሻ為電子在電場下的平移 

ሻݐറሺݎߜ  ൌ െ
ܧ݁

݉߱ଶ cos߱(1) ݐ 

當然，電子的速度可以得到 

 νሺݐሻ ൌ
ܧ݁

݉߱ଶ sin߱(2) ݐ 

因此，電子的運動方程式可寫成 

݉
ݒ݀
ݐ݀

 ൌ ݁ሺܧ  ݒ ൈ   ሻܤ

 
ൌ ݁ሾܧ cos߱ݐ  ሺݎߜറሺݐሻ · ܧሻ cos߱ݐ െ

1
߱

ݒ ൈ ሺ ൈ ܧ sin߱ݐሻሿ 
(3) 

將(1)(2)式代入(3)式中，且以平均週期計算可得 

݉ ർ
ݒ݀
ݐ݀

 ൌ െ
݁ଶ

2݉߱ଶ ሾሺܧ · ܧሻ െ ܧ ൈ ሺ ൈ ሻሿܧ ൌ െ
݁ଶ

4݉߱ଶ  റሻ|ଶݎሺܧ|

此作用力為動力勢能的梯度，故動力勢能為 

ܷ ൌ
݁ଶ

4݉߱ଶ  |ଶܧ|
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電場強度為 

ܫ ൌ ,റݎሺܧ|ۦܿߝ ሻ|ଶۧݐ ൌ ܿߝ
|ଶܧ|

2
 

故動力勢能可改寫成 

ܷ ൌ
݁ଶܫ

2݉ߝܿ߱ଶ 
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附錄 B        規一化
 

如果߰ሺݎറሻ是規一化函數，那麼 

 න|߰ሺݎറሻ|ଶ റݎ݀ ൌ 1 (B.1) 

我們已經得知߶ሺറሻ傅立葉轉化的形式 

 ߰ሺݎറሻ ൌ
1

ሺ2ߨሻ
య
మ

න exp ሺ݅റ ڄ റሻറሻ߶ሺݎ  റ (B.2)݀

將 (B.2) 代入 (B.1)，則 

න റݎ݀ റሻݎറሻ߰ሺݎሺכ߰ ൌ
1

ሺ2ߨሻଷ න റݎ݀ න റ݀ න റᇱ݀ exp ሾሺ݅ሺറ െ റᇱሻ ڄ റሻറᇱሻ߶ሺሺכ߶റሻሿݎ ൌ 1 

因為 

1
ሺ2ߨሻଷ න റݎ݀ exp ሾሺ݅ሺറ െ റᇱሻ ڄ റሻሿݎ ൌ റሺߜ െ  റᇱሻ

我們可以知道 

න റ݀ න റᇱ݀ റሺߜ  െ റሻറᇱሻ߶ሺሺכ߶റᇱሻ ൌ 1 

所以 

න|߶ሺറሻ|ଶ റ݀ ൌ 1 

故߶ሺറሻ亦可以寫成 

߶ሺറሻ ൌ ሻ,ሺܨ ܻ,ሺߠ, ߮ሻ 

 

 


