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利用分群演算法分析低密度奇偶檢查碼的結構 

學生：李亞錦    指導教授： 邵家健 副教授 

國立交通大學資訊學院生醫工程研究所 

摘要 

低密度奇偶檢查碼 (Low-density parity check codes, LDPC codes) 可以透過

奇偶檢驗矩陣 (parity-check matrix) 表示，奇偶檢驗矩陣能夠利用 Tanner graph 

圖形化顯示，但是效能好的碼從 Tanner graph 觀察不具有特定的結構特性。 

本文利用分群演算法分析低密度奇偶檢查碼的結構，利用馬可夫分群演算法 

(Markov cluster algorithm) 與模組性分群演算法 (Modularity cluster algorithm) 將 

LDPC codes 的 nodes 分類，找到容易形成陷阱集合 (trapping set) 的小 cluster；

並且透過網路參數 (Network parameter) 找出與 LDPC codes 解碼過程相關的參

數。 

 

 

關鍵字：低密度奇偶檢查碼、網路參數、馬可夫分群演算法、模組性分群演算法、

陷阱集合 
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Clustering Analysis on the Structure of LDPC Codes 

 

Student：Ya-Chin Li   Advisor：Dr. John Kar-Kin Zao 
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Computer Science College 

National Chiao Tung University 

Abstract 

Low-density parity-check (LDPC) codes are defined by a sparse parity-check 

matrix and can described by tanner graph. But there is no structural property to 

confirm the performance. 

We use clustering algorithm to analyze the structure of LDPC codes. We use 

Markov Cluster Algorithm and Modularity cluster algorithm to group the node of 

LDPC codes. We find that the small clusters have higher probability to be the trapping 

set. Also, we find some network parameter can explain the decoding process of LDPC 

codes.  

 

  

Keywords: LDPC codes, network parameter, Markov Cluster algorithm, Modularity 

cluster algorithm, trapping set  
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一. 緒論 

1.1. 研究背景與動機 

低密度奇偶檢查碼 (Low-density parity check code, LDPC code) 是一種用於

更正傳輸過程中發生錯誤的編碼方式，具有好的錯誤校正能力。低密度奇偶檢查

碼可以透過奇偶檢驗矩陣 (parity-check matrix,𝑯) 表示，奇偶檢驗矩陣由變量節

點 (variable node) 與檢驗節點 (check node) 構成，奇偶檢驗矩陣能夠利用 

Tanner graph 圖形化表示，讓我們更清楚了解低密度奇偶檢查碼的結構。奇偶檢

驗矩陣與 Tanner graph 的關係如圖 1所示，而 Tanner graph 中不可避免的存在

著環 (cycle)，短環 (short cycle) 已被證實影響訊息傳播的獨立性降低解碼效

能。 

 

圖 1檢驗矩陣與 Tanner graph 的關係 

Progressive edge- growth (PEG) algorithm [1] 是一種簡單且可避免構成短環

用來建構有限長度之低密度奇偶檢查碼的方法，許多其他演算法 [2] [3] 都是基

於 PEG 演算法加以改善來提升解碼效能。然而針對 Tanner graph 中除了短環

降低解碼效能之外，是否還存在其他結構上的因素影響解碼效能目前還是開放性

問題。 

          

      

𝑯 =      
             
             
             

          
  
  
  

環長為 4

變量節點 (Variable node)

檢驗節點 (Check node)
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1.2. 研究方法 

建構低密度奇偶檢查碼的方法 [4] [5] 提到了複雜網路理論 (Complex 

network theory) 在建構低密度竒偶檢查碼時的關聯性，文中利用複雜網路理論所

提到的 scale-free network [6] 網路結構特徵，來建構低密度奇偶檢查碼，讓低密

度奇偶檢查碼的節點符合 scale-free network 的節點特性，來提升解碼效能。 

針對低密度奇偶檢查碼的結構，我們使用分群演算法將節點分群，利用馬可

夫分群演算法 (Markov Cluster Algorithm) [7] 與模組性分群演算法 (Modularity 

cluster algorithm) [8] 將結構性強的節點分在同一群中，找出影響 error floor 

region 的結構，並且利用網路參數 (network parameter) 觀察不同群的節點特性，

解釋與解碼效能相關的群的特性與網路參數。 

1.3. 論文架構 

本文第二章將簡介低密度奇偶檢查碼與影響效能的因素，並且概述本文所觀

察的低密度奇偶檢查碼的結構所使用的建構方法，同時介紹社群模組與低密度奇

偶檢查碼的關聯；第三章將探討並觀察 Tanner graph 結構中節點的特性，本文

稱為 “宏觀” 分析低密度竒偶檢查碼的結構；第四章將透過不同的分類方法找出

子結構，本文稱為 “局部” 分析低密度竒偶檢查碼的結構，並且觀察子結構與效

能的關係；第五章將總結影響低密度竒偶檢查碼結構上的因素，與未來可深入討

論的方向。
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二. 背景知識 

2.1. 簡介低密度奇偶檢查碼 

低密度奇偶檢查碼 (Low-density parity check code, LDPC code) [9] [10]是一

種用來更正傳輸過程中發生錯誤的編碼方式。如圖 2資料傳送先經過編碼器 

(encoder)，經過編碼器後傳出來的資料除了原始資料還多了一些多餘的資料 

(redundant-bits)，使得裡面的資料具有數學結構，當經過通道後不論是原始資料

或多餘的資料都有可能發生錯誤，但是因為資料存在著數學結構，所以解碼器 

(decoder) 就能夠透過原有的數學結構將錯誤更正，這就是錯誤更正碼的基本概

念 [11]。低密度奇偶檢查碼的解碼演算法主要使用和積演算法 (Sum-Product 

Algorithm)，透過 Tanner graph 能夠更清楚了解解碼過程。 

 

圖 2 通訊系統架構示意圖  

以下為常見的影響低密度奇偶檢查碼效能的因素：  

(1) Girth(shortest cycle length) 是表示所有 cycle 裡面 cycle length 最短的 

length，cycle 的存在使得某一節點所送出的訊息經過 cycle 又回到自己，

而破壞了訊息的獨立性，使得和積演算法無法計算正確的事後機率，影

響解碼在 waterfall region 的效能。 

(2) ACE 定義為 ∑ (𝑑𝑠𝑗 − 2)𝑗 ，𝑠𝑗 為 variable node，𝑑𝑠𝑗  表示 𝑠𝑗 variable 

node 的 degree 數，ACE 值計算 cycle 上 variable node degree 減 2 的 

degree 數總和，圖 3 為 ACE 值計算方式示意圖，圖中環上有 3 個 

check node，3 個 variable node，而每一個 variable node degree 減掉 2 

Encoder
data

Channel

Decoder

data

redundancy

good
data noisy data

noisy redundancy
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後得到的 ACE 值為 7，ACE 值越大表示有更高的機會能夠將迴圈上的

錯誤拯救回來，提高錯誤訊息被更正的機率。 

 

圖 3 ACE 示意圖 

(3) (𝑎, 𝑏) trapping set [12] 影響 error floor region，𝑎 為發生錯誤的 variable 

node 數，𝑏 為連接錯誤 variable nodes 的 check nodes 且 degree 為奇

數的 check node 數。如圖 4，error pattern 中錯誤的 variable nodes 為 

  ,   ,   ，所以 𝑎 值為 2，再來我們觀察   ，   與   ,   ,    相連，

所以    的 degree 為 3；   與   ,   ,    相連，但是    並不是 error 

variable node，所以    degree 為 2；   與     相連，所以    的 degree 

為  ，由以上結果發現 check node degree 是奇數的只有    與    2 個 

check nodes，所以 𝑏 值為 2。 

 

圖 4 (𝑎, 𝑏) trapping set 示意圖 

𝑎 越小表示越少 variable node 發生錯誤，所以發生機率越高，而 𝑏 值表示

能被多少個 check nodes 偵測到錯誤，當 𝑏 值越小表示被偵測的機會越小，所

以 (𝑎, 𝑏) 值越小所形成 trapping set 錯誤率越高，而本文將透過計算 (𝑎, 𝑏) 

trapping set 的計算方式，評估挑選 variable node 形成錯誤率高的 trapping set 

的機率。 

  

 

 

 

 

ACE = 7

 

 

Variable node

Check node

𝑎: 3 variable node

𝑏: 2 check node have odd degree(  ,   )

 

1

Error pattern

degree 2 1

        

        

   

1 1 0

3
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2.1.1. 建構低密度奇偶檢查碼演算法的分類 

建構低密度奇偶檢查碼時從 Tanner graph 的角度來看，是給定 1 組 

variable node degree distribution，variable node 依序選擇 check node 相連，如圖 

5，假設目前 tanner graph 已經長到左圖，右圖 variable node    選擇 check node 

   連接，不同的方法選擇不同的 check nodes 連接。 

 

圖 5 LDPC codes process  

我們觀察的低密度奇偶檢查碼 variable node 數約 1000，check node 數約 

500，利用以下的方法建構，我們將所使用的方法分類，以下依序介紹： 

 Random 

這一類的 LDPC codes 是最原始的選擇方式，沒有加入改善的機制。 

 Random 

在建構低密度奇偶檢查碼時 “任意選擇” check node 連接，導致產生的 

check node degree 分布是 normal distribution，並沒有特別集中在某些

值。 

            

        

  

    

    

    

        

         

 Check nodes

Variable nodes



 

6  

 Zigzag 

建構低密度奇偶檢查碼時，優先選擇沒有連接過的 check node 連接。 

 PEG-based 

建構低密度奇偶檢查碼時不可避免會產生迴圈 (cycle)，PEG 演算法主要目

的是拉長迴圈長度 (cycle length) 來提高解碼效能，這一類的 LDPC codes 是基

於 PEG 加以改善建構方法。 

 Progressive-edge-growth (PEG) algorithm [13]  

表  1為 PEG 演算法： 

 for 𝑗 =  → 𝑛 

－ for 𝑘 =  → 𝑑𝑠𝑗  

* if 𝑘 =   

 Connect the first edge of 𝑠𝑗 with a check node, which has 

the lowest check node degree under the current graph setting. 

* else 

 Expand a tree from 𝑠𝑗 up to depth 𝑙 under the current graph 

setting such that 𝑁̅𝑠𝑗
𝑙 ≠ ∅ but 𝑁̅𝑠𝑗

𝑙+ ≠ ∅, or the cardinality 

of 𝑁𝑠𝑗
𝑙  stops increasing but is less than 𝑚. Connect the 𝑘-th 

edge of 𝑠𝑗 with a check node from 𝑁̅𝑠𝑗
𝑙  that has the lowest 

degree. 

* end if 

－ end for 

 end for 

表  1 Progress-edge-growth algorithm 

 Improved progressive-edge-growth (IPEG) algorithm 

基於 PEG 演算法， [2] 提出了 ACE (approximated cycle extrinsic message 

degree) 的概念，建構低密度奇偶檢查時不只拉長 cycle length 還加入 ACE 值，

ACE 定義為 ∑ (𝑑𝑠𝑗 − 2)𝑗 ，計算迴圈 variable node 的 degree 減掉 2， ACE 值

越大表示迴圈上的 variable node 有更多機會透過其他不在迴圈上的邊 (edge) 

接收訊息，提高救回迴圈上 variable node 的錯誤訊息的機率。 
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 Modified Improved PEG (MIPEG) algorithm 

[13] 結合了 PEG 與 IPEG，在效能上優於 PEG 與 MIPEG，表  2 為 

MIPEG [13]演算法： 

 for 𝑢 =  → 𝑤 

－ for each 𝑠𝑗 ∈ 𝑆𝑢 (First Edge Connection) 

* Find the subset of 𝐶 of check nodes, which has the lowest check 

node degree under the current graph setting. Among the subset 𝐶, 

the check node candidate of the first edge which can create the 

largest cycle length on its second edge is chosen. 

－ end for 

－ while at least one variable nodes not reaches its degree 

* For each 𝑠𝑗 ∈ 𝑆𝑢 whose degree is smaller than 𝑑𝑠𝑗 , expand a tree 

from 𝑠𝑗 up to depth 𝑙 under the current graph setting such that 

𝑁𝑠𝑗
̅̅ ̅̅ 𝑙 ≠ ∅ but 𝑁𝑠𝑗

̅̅ ̅̅ 𝑙+ = ∅, or cardinality of 𝑁𝑠𝑗
𝑙  stops increasing 

but is less than 𝑚. 

* Let 𝑉 a set of comprising the variable nodes that have the largest 

depth 𝑙𝑚𝑎𝑥 among all tree expansions. 

* Let 𝑅 be a subset of 𝑉, which can form cycles with the largest 

cycle ACE. 

* Let Ω𝑗 be a subset of check nodes that consists of the check 

nodes in 𝑁𝑠𝑗
̅̅ ̅̅ 𝑙𝑚𝑎𝑥  and has the lowest degree. 

* Randomly choose a variable node 𝑠𝑖 𝜖 𝑅. The check node in Ω𝑖 

that can make the new forming cycles have the largest cycle ACE 

is selected. 

－ end 

 end for 

表  2 Modified-Improved PEG (MIPEG) algorithm 

上述五種演算法在建造碼的時候皆已避免產生環長為 4 (short cycle 

length=4) 的情況，都是使用相同長度與相同 variable node degree distribution 如

表  3 所建構，variable node 數為 1008，check node 數為 504，圖 6 為建構後 

check node degree distribution，可以發現 PEG-based 的 check node degree 只會

集中在 7~9，而 Random 的分布像 normal distribution。 
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Degree Nodes 

2 480 

3 282 

4 36 

5 110 

15 100 

表  3 Degree distribution of 

variable nodes 
 

圖 6 Degree distribution of check nodes 

 QC-LDPC codes 

QC-LDPC codes 是 regular LDPC codes，variable node degree 與 check node 

degree 都只有一種，表  4為我們所建構的 QC-LDPC codes 的資訊。 

 QC-LDPC codes  

Number of variable node 1038 

Number of check node 519 

The degree of variable node 3 

The degree of check node 6 

表  4 QC-LDPC codes 

0

100

200

300

400

500

0 5 10 15

N
u
m

b
er

 o
f 

n
o

d
es

Degree

Check Node Degree Distribution

random zigzag PEG IPEG MIPEG



 

9  

  

圖 7不同方法效能圖 

 

圖 8 不同方法效能趨勢示意圖 

圖 7為上述建構方法效能模擬的表現，圖 8 為效能趨勢示意圖，由圖 8可

以發現在 waterfall region 的部分，Error rates 由大到小為 QC-LDPC codes > 

Random > PEG-based，Error rates 越大表示錯誤率越高效能越差，PEG-based 效

能最好，再來是 random，表現較差的是 QC-LDPC codes；而在 error floor region 

的部分Error rates由大到小為 Random > PEG-based > QC-LDPC codes，QC-LDPC 

codes 表現最好，再來是 PEG-based，而 Random 在 error floor 表現最差。 
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2.2. 社群模組 (Community/Block models) 

透過分群的方法會將存在 equivalent 關係的節點分在同一個 

Community/Block 中，而 equivalent 又分為 Structurally equivalent 與 Regularly 

equivalent；如果兩個節點的鄰近節點都相同，那就表示這兩個節點是 Structurally 

equivalent，如圖 9 中 node A 與 node B 都連接 node C 與 node D，所以 

node A 與 node B 是 structurally equivalent 的關係；而 node C 與 node D 被

相同 equivalent 的node A 與 node B 相連，且 node C 連接到 node D，而node 

D 連接到 node C，節點連接到相同 equivalent 的節點稱為 regularly 

equivalent。 

 

圖 9 Structurally equivalent and Regularly equivalent 

本文使用 “局部” (Mesoscopic) 觀察來表示利用不同的分類方法分析 

LDPC codes，分類方法為：角色模組 (role model)、馬可夫分群演算法 (Markov 

Cluster algorithm)、模組性 (Modularity)，其中 role model 為 regularly equivalent 

的分類方法，Markov Cluster algorithm 與 Modularity cluster algorithm 為 

structurally equivalent 的分類方法，本文第四章將詳細說明其演算法與分析結

果。 

 

C+DA+B

A

B D

C

Regularly equivalentStructurally equivalent
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三. 宏觀 (Macroscopic) 分析低密度奇偶

檢查碼結構 

我們使用 2.1.1 所提到的各種演算法 (Random, zigzag, PEG, IPEG, MIPEG, 

QC-LDPC codes) 建構出來的 Tanner graph 進行以下的分析，找出不同類型的演

算法影響效能的結構差異。 

Tanner graph 是二分圖 (bipartite graph)，variable node 只會與 check node 

連接，透過簡單的轉換能夠將 bipartite graph 轉換成 unipartite graph，如圖 10 

將 bipartite graph 轉換成 variable node 的 unipartite graph，unipartite graph 上的

每一條 edge 表示 check node，例如 variable node    透過 check node    可走

到 variable node   。 

 
圖 10 Bipartite graph 與 Unipartite graph 的轉換 

LDPC codes 解碼過程中 variable node 的訊息傳遞影響解碼效能，所以我們

觀察 variable node 的 unipartite graph，將 Tanner graph 轉換成只有 variable 

node 與 variable node 連接的 unipartite graph，找出 variable node 到 variable 

node 的 unipartite graph 中，是不是存在著影響 variable node 訊息傳遞的因

素。 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

    

    

  

  

    

Bipartite - Unipartite
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3.1. 網路參數 (Network Parameters) 

網路理論中存在許多參數來表現網路結構特徵，我們先將網路參數進行分類

與說明參數的表現意義，再來將網路參數與低密度奇偶檢查碼的關聯性加以描述，

最後針對低密度奇偶檢查碼不同方法的參數分析結果進行討論。 

 與鄰近節點 (neighborhood) 相關的參數 

1. Neighborhood connectivity 

Connectivity 代表節點的度 (degree)，Neighborhood connectivity 計算鄰近節

點 degree 的平均值，圖 11計算 node 𝑒 的 Neighborhood connectivity。 

 

Neighbor nodes of node 𝑒 : 

𝑏,  , 𝑑, 𝑓, 𝑔, 𝑖, ℎ 

Neighborhood connectivity of node 

𝑒 : 

=
2  2      2  2  3

7
 

圖 11 Neighborhood connectivity illustration 

我們是計算 variable node 的 neighborhood connectivity，而 variable node 只

與 check node 連接，所以觀察 variable nodes 的 neighborhood connectivity與 

check node degree distribution 有關，圖 12 為不同方法的 neighborhood 

connectivity，由圖可以發現效能差的碼，例如 random, zigzag，Neighborhood 

connectivity 值較不一致，效能好的碼，例如 PEG, IPEG, MIPEG，Neighborhood 

connectivity 值較一致，QC-LDPC codes 的 variable node 與 check node 的 

degree 都只有一個值，並不適合使用 neighborhood connectivity 觀察。 

𝑑

 

𝑏

𝑎 ℎ

𝑓

𝑒

𝑖

𝑔

2

2

2

2

2

1

1

3
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圖 12 Neighborhood connectivity 比較圖 

 與最短路徑 (shortest path) 相關的參數 

LDPC codes 解碼效能與 variable node 的訊息傳遞距離有關，所以接下來有

關最短路徑參數本文使用 variable node 的 unipartite graph 分析，並統計不同 

degree 下的分布情形，找出不同 degree 中的差異。 

1. Average shortest path length 是計算節點到其他節點的最短路徑。 

The average shortest path length of node 𝑛: ∑
𝐿(𝑛, 𝑖)

𝑁− 

𝑁
𝑖= , 𝑖≠𝑛

  (1) 

𝐿(𝑛,𝑚): The length of shortest path between node 𝑛 and 𝑚. 

𝑁 : all nodes in graph. 
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圖 13 Random 與 PEG-based 不同 degree 的 Average shortest path length 

由圖 13 可以發現，high degree variable node 的 shortest path length 較短，

high degree 在傳遞訊息比較容易將訊息傳遞給其他 node，所以 high degree 的 

variable node 容易將自己的訊息傳送給其他 nodes。接下來觀察所有 node 的 

average shortest path length，由圖 14 可以發現，不同方法所有 node 的 average 

shortest path length 沒有差異，透過觀察所有節點的 shortest path 無法區分不同

建構方法。 

 

圖 14 不同方法所有節點的 average shortest path length 
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2. Betweeness centrality 是計算節點在最短路徑上的機率。 

𝐶𝑏(𝑛) =
∑ (

𝜎𝑠𝑡(𝑛)
𝜎𝑠𝑡

)𝑠≠𝑛≠𝑡

(
𝑁 −  
2

)
 

(2) 

𝑠 : 𝑛𝑜𝑑𝑒 𝑠, 𝑡: 𝑛𝑜𝑑𝑒 𝑡 

𝜎𝑠𝑡: node 𝑠 到 node 𝑡 的總 shortest path 數 

𝜎𝑠𝑡(𝑛) : node 𝑠 到 node 𝑡 的 shortest path 且經過 𝑛 的 path 數 

𝑁 : the number of nodes 

圖 15 計算 node 𝑏 的 Betweeness centrality：  

 

𝐶𝑏(𝑏) 

=   
(

 
 
 
(
𝜎𝑎𝑐(𝑏)
𝜎𝑎𝑐

)  (
𝜎𝑎𝑑(𝑏)
𝜎𝑎𝑑

)  

(
𝜎𝑎𝑒(𝑏)
𝜎𝑎𝑒

)  (
𝜎𝑐𝑑(𝑏)
𝜎𝑐𝑑

)  

(
𝜎𝑐𝑒(𝑏)
𝜎𝑐𝑒

)  (
𝜎𝑑𝑒(𝑏)
𝜎𝑑𝑒

) )

 
 
 

6
  

=  
(
 
 )  (

 
 )  (

2
2)  (

 
2)  

( )  ( )

6
 

 =
3.5

6
 ≈  .583 

All Shortest Path 

𝑎 −   𝑎 − 𝑏 −    /  

𝑎 − 𝑑 𝑎 − 𝑏 − 𝑑  /  

𝑎 − 𝑒 𝑎 − 𝑏 −  − 𝑒 

𝑎 − 𝑏 − 𝑑 − 𝑒 

2/2 

 − 𝑑  − 𝑏 − 𝑑 

 − 𝑒 − 𝑑 

 /2 

 − 𝑒  − 𝑒  /  

𝑑 − 𝑒 𝑑 − 𝑒  /  
 

圖 15 Betweeness Centrality illustration 

節點的 Betweeness centrality 值越大表示節點位在最短路徑上的機率越高，

也就表示圖中傳送訊息時容易經過 betweeness centrality 高的節點，那也就表示

這個節點自己的訊息容易被更改，不易形成 trapping set。 

 

 

𝑒

𝑑

 

𝑏𝑎
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圖 16 Random 與 PEG-based 不同 degree 的 Betweeness centrality 

由圖 16 可以發現 high degree variable node 的 betweeness centrality 值較

大，而我們知道 high degree variable node 不容易形成 trapping set，low degree 

variable node 容易形成 trapping set，透過 betweeness centrality 的觀察發現相對

應的趨勢；接下來計算所有節點的 betweeness centrality，可以由圖 17發現，不

同方法差異不大，無法透過所有節點的 betweeness centrality 區分不同建構方

法。 

 

圖 17不同方法所有節點的 betweeness centrality 
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本節所使用的網路參數與 neighborhood 有關的 neighborhood connectivity

可以用來觀察 node degree distribution，不同方法建構的 check node degree 

distribution 不同，透過 neighborhood connectivity 可以觀察 degree distribution 

的差異。與 shortest path length 有關的參數可以用來觀察節點傳遞訊息的距離，

低密度奇偶檢查碼的解碼過程與 variable node 傳遞訊息的路徑有關，可以透

過計算 variable 到 variable node 的 shortest path length 來觀察傳遞的情形；

而 low degree node 的 betweeness centrality 較低，較容易成為 trapping set。 
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3.2. 度譜 (Degree Spectrum) 

[14] 提出度譜 (Degree Spectrum) 的概念，定義一個節點的鄰近節點 

(neighbor node) 的 degree 稱為 degree spectrum，如圖 18 所示，check node    

的 degree = 7，則    的 degree spectrum 為 2, 2, 3, 3, 4, 5, 15。文中觀察 check 

node 的 degree spectrum，文中提到透過 PEG 演算法所建構出來的低密度奇偶

檢查碼 check node 的 degree spectrum 會集中在特定的 degree spectrum，且 

degree spectrum 間相似，如果增加 degree spectrum 相異的程度就能夠提升解碼

效能。 

 

圖 18 Degree Spectrum illustration 

本文定義了樣式 (pattern) 與距離 (distance) 兩種參數，pattern 用來觀察

degree spectrum 的相異性，distance 用來觀察 degree spectrum 的相似程度。

QC-LDPC codes 的 variable node 與 check node 的 degree 只有一種，不適合用 

degree spectrum 來觀察。 

表  3為我們所分析的低密度奇偶檢查碼演算法的 variable node degree 

distribution，pattern 的定義為 (Check node’s degree; N(15) N(5) N(4) N(3) N(2))，

N(𝑛) 表示 degree=𝑛 的 variable node 個數。圖 18 check node    的 degree = 7，

degree spectrum 為 2, 2, 3, 3, 4, 5, 15，則我們用 pattern  (7; 1 1 1 2 2) 來表示。 

我們統計所有 check node 的 pattern 出現的頻率，以最高頻率出現的 

pattern 為基準，計算其他 pattern 與最高頻率出現 pattern 的差值，定義為 

distance，計算方式如表  5。 

  

  

            

2        2        3        3        4        5        15

變量節點 (Variable node)

檢驗節點 (Check node)

變量節點的度 (degree)



 

19  

Pattern 頻率 Distance 

(7; 2 1 1 1 2) 2 

(𝟕;  𝟐 𝟏 𝟏 𝟐 𝟏) − (7;  2       2) 

= |7 − 7|  |2 − 2|  | −  |  | −  |  |2 −  |  | − 2| 

= 2 

(7; 2 1 1 2 1) 10 最高頻率 pattern 

(7; 2 1 0 2 2) 7 

(𝟕;  𝟐 𝟏 𝟏 𝟐 𝟏) − (7;  2     2 2) 

= |7 − 7|  |2 − 2|  | −  |  | −  |  |2 − 2|  | − 2| 

= 2 

(7; 1 0 2 2 2) 1 

(𝟕;  𝟐 𝟏 𝟏 𝟐 𝟏) − (7;      2 2 2) 

= |7 − 7|  |2 −  |  | −  |  | − 2|  |2 − 2|  | − 2| 

= 4 

表  5 Distance illustration 

利用不同演算法所建構出來的 check node degree 不同，圖 6 為不同方法產

生的 check node degree distribution，由圖中可以觀察到 Random 所產生出來的 

check node degree distribution 較分散，類似 normal distribution，而 PEG-based 所

產生出來的 check node degree distribution 較集中，這是因為 PEG 演算法每次

選擇連接的 check node 時，優先選擇不造成短環的情況下 degree 最小的 check 

node，所以選擇的過程幾乎都是 degree 最小的 check node 優先被選到，這就使

不同的 check node 最後的 degree 集中在特定的值；而 IPEG 與 MIPEG 都是

基於 PEG 改善，產生後的 check node degree 也都集中在特定的值。 

由圖 6 可以發現 PEG-based 在 check node degree=8 的數量最多，我們選

擇 check node 來觀察每一個 check node 的 degree spectrum，利用 pattern 與 

distance 來觀察。 
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PEG Number Of Check Node: 440 

  n(15) n(5) n(4) n(3) n(2) Frequency Probability Distance 

4 1 0 2 1 10 2.3% 2 

4 1 0 1 2 2 0.5% 2 

4 0 1 2 1 1 0.2% 4 

4 0 1 1 2 3 0.7% 4 

3 2 0 2 1 7 1.6% 2 

3 2 0 1 2 9 2.0% 2 

3 1 1 1 2 131 29.8% 2 

3 1 0 2 2 260 59.1% 0 

3 0 1 2 2 1 0.2% 2 

2 2 0 2 2 16 3.6% 2 

 

IPEG Number Of Check Node: 462   

 n(15) n(5) n(4) n(3) n(2) Frequency Probability Distance 

4 0 1 1 2 5 1.1% 4 

4 0 0 2 2 11 2.4% 2 

3 2 0 2 1 8 1.7% 2 

3 2 0 1 2 41 8.9% 2 

3 1 1 2 1 8 1.7% 2 

3 1 1 1 2 116 25.1% 2 

3 1 0 3 1 1 0.2% 2 

3 1 0 2 2 265 57.4% 0 

3 0 0 3 2 1 0.2% 2 

2 2 0 2 2 6 1.3% 2 

 

MIPEG Number Of Check Node: 472   

 n(15) n(5) n(4) n(3) n(2) Frequency Probability Distance 

4 1 0 2 1 2 0.4% 2 

4 1 0 1 2 2 0.4% 2 

4 0 1 2 1 3 0.6% 4 

4 0 1 1 2 14 3.0% 4 

4 0 0 3 1 3 0.6% 4 

4 0 0 2 2 12 2.5% 2 

3 2 0 2 1 11 2.3% 2 

3 2 0 1 2 52 11.0% 2 

3 1 1 2 1 14 3.0% 2 
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3 1 1 1 2 97 20.6% 2 

3 1 0 3 1 9 1.9% 2 

3 1 0 2 2 227 48.1% 0 

3 0 2 1 2 1 0.2% 4 

3 0 0 3 2 7 1.5% 2 

2 3 0 2 1 1 0.2% 4 

2 3 0 1 2 2 0.4% 4 

2 2 1 1 2 4 0.8% 4 

2 2 0 2 2 11 2.3% 2 
 

表  6 Pattern and distance of PEG-based with check node degree=8 

表  6列出 PEG, IPEG, MIPEG 的 check node degree 為 8 的 pattern 與 

distance，PEG 的 pattern 數是 10 組，distance 差異為 2 的有 7 組，差異為 4 

的有 2 組，表示 pattern 間與最高頻率發生的 pattern 相似，PEG 的 degree 

spectrum 相似；IPEG 的 pattern 數是 10 組，distance 差異為 2 的有 8 組，

差異為 4 的有 1 組，表示 pattern 間與最高頻率發生的 pattern 相似，IPEG 的 

degree spectrum 相似；而 MIPEG的 pattern 數是 18 組，distance 差異為 2 的

有 10 組，差異為 4 的有 7 組，相較於 PEG 與 IPEG，MIPEG 的 pattern 間

與最高頻率發生的 pattern 不相似，MIPEG 的 degree spectrum 不相似，驗證了 

[14] 所提出的觀察。 

透過 degree spectrum 的觀察，Random 沒有集中的 pattern，pattern 種類多； 

PEG-based pattern 種類不多，與建構後的 check node degree 有關，degree 

spectrum 集中在特定的 pattern，且 distance 差異大，pattern 間相似程度小。 

當沒有集中在特定 pattern 時，我們使用以下將介紹的平均度譜 (Average 

Degree spectrum) 來觀察。 

平均度譜 (Average Degree Spectrum) 為 degree spectrum 的平均值，如圖 

18，check node    的 average degree spectrum 為 
 + + + + + +  

 
=
  

 
。我們利
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用 average degree spectrum 來觀察不同演算法所建構的低密度竒偶檢查碼的 

average degree spectrum 分布，觀察不同建構方法的分布情形。 

 

圖 19 Random, PEG-based average degree spectrum distribution 

Random 分布是常態分布 (normal distribution)，PEG-based 的 average 

degree spectrum 值集中在 7 到 8.5 之間，表示 PEG-based 產生的 average 

degree spectrum 相似度高，皆集中在某些值。 

由以上的結果發現 degree spectrum 與建構後的 check node degree 

distribution 有關，效能好的碼 check node degree 集中在某些值，degree spectrum 

也集中，degree spectrum 間與高頻率發生的 degree spectrum 越不相似效能更好；

效能差的碼 check node degree 分散，沒有高頻率發生的 degree spectrum，我們

也驗證了 [14] 所提出的結論，透過本文提供 pattern 與 distance 的表示方式，

能更方便的觀察 degree spectrum。 
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四. 局部 (Mesoscopic) 分析低密度奇偶檢

查碼結構 

此章節我們將利用不同的分類方式將低密度奇偶檢查碼的節點分類，同一類

的節點具有一些相似的特性，透過分類的結果我們觀察每一類中的節點特性，找

出不同類中節點的差異，並觀察是否存在影響解碼效能的因素。 

以下介紹我們所使用的分類方法，以及將低密度奇偶檢查碼的節點分類後的

結果與討論。 

4.1. 角色模組 (Role model) 

角色模組 (Role model ) 是一種 Regularly equivalent 的分類方法，我們使用 

Jörg Reichardt [15] [16] 提供的 Role model for complex network [17] 分析方法將

低密度奇偶檢查碼分類，設定分成 5 種 role，圖 20 中每一個單位是 1 個 role，

左側藍色圓圈 role 中都是 variable nodes，右側紅色方框 role 中都是 check 

nodes。 

random zigzag 
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PEG IPEG 

  
MIPEG  

  

圖 20不同方法的 role model 分類 

由圖 20，不同方法分類後藍色 role 中 variable nodes 數量分布平均，紅色 

role 中 check nodes 數量分布平均，role 間的連線每一個方法差不多，無法觀察

到不同建構方法的差異。 

透過實驗的結果發現 role model 這種 regularly equivalent 分類方法將低密

度機偶檢查碼區分為 variable node 與 check node 兩類，而 variable node 本來

就只會跟 check node 連線，透過 regularly equivalent 並無法區分不同建構方法

的連線方式，所以 regularly equivalent 這種分類方式並不適合將低密度奇偶檢查

碼的節點進行分類。 
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4.2. 馬可夫分群演算法 (Markov Cluster 

Algorithm) 

Markov Cluster Algorithm (MCL) 是屬於 structurally equivalent 的分類方法，

由 Stijn van Dongen [7] 提出，是一種能夠將大量節點分群 (cluster) 的方法，

MCL 已應用在分析複雜生物網路，例如蛋白質交互作用的網路拓撲 

(Topological Similarity of Protein Interaction Network)，透過 MCL 進行 protein 

family detection；還有人類的疾病基因研究 (Disease-Gene network)，人類的疾病

基因網路 (Disease-Gene network) 是一種二分圖 (bipartite graph)，利用 MCL 可

以預測疾病基因網路，分群後的結果表示同 cluster 內的基因容易透過生物反映

程序作用影響同 cluster 內的疾病，相較於任意選擇的基因，同 cluster 內的基

因有比較大的機率影響同 cluster 內的疾病。 

MCL 是一種基於隨機漫步 (random walk) 的方法來不斷模擬節點在圖中行

走的路徑，經過一段時間後，節點在某個區域內行走的機率較高，這些區域稱為

群 (cluster)。MCL 主要的兩種運算是 expansion 和 inflation，expansion 的目的

主要是讓節點能夠在不同節點間行走，inflation 的目的主要是放大每一條線 

(edge) 行走的機率，透過初始的 stochastic matrix 不斷的執行 expansion 和 

inflation 將節點分群 (cluster)。表  7為 MCL 的演算法。 

 

Step 1. Input a Graph, expansion parameter 𝑒, inflation parameter 𝑟; 

Step 2. Create the adjacency matrix from the graph; 

Step 3. Add self-loops; 

Step 4. Normalize the matrix 𝑀; 

Step 5. Expand the matrix with 𝑒𝑡ℎ power, i.e. (𝑀)𝑒; 

Step 6. Inflate by taking inflation of the resulting matrix with parameter 𝑟; 

Step 7. Repeat step 5 and step 6 until a steady state is achieved; 

Step 8. Interpret resulting matrix to discover clusters. 
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Definition: [18] 

Given a matrix 𝑀 ∈ ℛ𝑘×𝑙,  𝑀 ≥  ,  and a real nonnegative number 𝑟,   

the matrix resulting from rescaling each of the columns of 𝑀 with power coefficient 𝑟 i

s called 𝛤𝑟𝑀,  and 𝛤𝑟  is called the inflation operator with power coefficient 𝑟.  Formall

y, the action of 𝛤𝑟: ℛ
𝑘×𝑙 → ℛ𝑘×𝑙 is defined by  

(𝛤𝑟𝑀)𝑝𝑞 = (𝑀𝑝𝑞)
𝑟
/∑(𝑀𝑖𝑞)

𝑟
𝑘

𝑖= 

 

表  7 Markov cluster algorithm 

 

expansion parameter = 2, 

inflation parameter = 2 

Step 1 
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Step 5 Step 6 

 

Step 8 

表  8 Markov cluster algorithm example 

表  8 為 Markov cluster algorithm 範例圖，經過 MCL 運算後節點 1, 2, 3 

分在同一個 cluster，節點 4, 5, 6 分在同一個 cluster。 
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我們所分析的低密度奇偶檢查碼的 Tanner graph 就是 bipartite graph，且節

點數多，適合利用 MCL 將低密度奇偶檢查碼進行分群。本文使用 Cytoscapse 

[19] 一種用於分析複雜網路分析的平台來分析，其中提供許多插件用於分析複

雜網路，例如 clusterMaker [20]，clusterMaker 提供了 MCL 這種分群演算法，

表  9 為 MCL 參數設定，藉由 MCL 的分析後，不同方法的群結構分布如圖 

21，MCL 會將 bipartite graph 切割出許多不同大小的 cluster，圖 24 統計不同

大小的 cluster 數量。 

MCL Parameter  Value 

Expansion parameter  2 

Inflation parameter  2 

Number of iteration  16 

表  9 Markov cluster algorithm parameter setting 

  

random topology zigzag topology 
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PEG topology IPEG topology 

 

 

QC-LDPC codes topology 

Check node Red color 

Variable node Blue color 

 

 
Largest cluster 

 

MIPEG topology 

圖 21 Topology by MCL 

由圖 21 發現 PEG-based 的碼透過 MCL 的分群後，都存在著 1 個大的 

clusters，接下來我們分析 PEG-based 大 cluster 內節點的特性。 
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 度分布 (Degree distribution) 

由馬可夫分群演算法 (Markov Cluster Algorithm) 的分析我們發現 high 

degree 的 variable node 不屬於任何 cluster，cluster 內的 variable node 都是 

low degree variable node，表  10為 PEG-based 最大群內 variable node 與 check 

node 原本的 degree distribution。 

number of variable nodes 

Degree PEG IPEG MIPEG 

2 307 331 306 

3 201 210 172 

5 54 65 55 

total nodes 562 606 533 
 

number of check nodes 

Degree PEG IPEG MIPEG 

7 4     

8 260 264 223 

total nodes 264 264 223 
 

表  10 大 cluster 內 node 原始的 degree distribution 

MCL 將 high degree variable node 作為 isolated node 不屬於任何 cluster，

這是因為 MCL inflation 的步驟，high degree 的分母較大，透過不斷的疊代後，

high degree node 上的 edge 走的機率就趨近於 0。 

 網路參數 (Network Parameter) 

我們利用網路參數觀察每一個 cluster 內有關 variable node 到 variable 

node 與最短路徑相關的參數，比較 PEG-based 中不同的方法 PEG, IPEG, 

MIPEG 的差異，由圖 7 知道 PEG > IPEG > MIPEG，MIPEG 表現最好，透過

以下的分析本文找到了反映效能趨勢的網路參數。 

1. Average shortest path length 

圖 22為 PEG-based cluster 在不同 degree 下 average shortest path length 

的表現，由結果可以發現，不同 degree 下 MIPEG 的 average shortest path length 

皆比 IPEG 和 PEG 長，由 Tanner graph 的觀點，希望 cycle length 越長越好，

而我們觀察到 variable node 間的 shortest path length 效能較好的碼都比較長，
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如果在設計低密度奇偶檢查碼時考量 variable node 到 variable 的 shortest path 

length，增加 shortest path length 或許也能增加 cycle length 的長度。MCL 切出

的大 cluster，所有節點的 average shortest path length 影響 waterfall region 的效

能。 

 

圖 22 Average shortest path length of PEG-based cluster 

2. Betweeness centrality 

由圖 23 的結果可以發現，MIPEG 的 betweeness centrality 都比其他方法

值較大，也就表示 MIPEG 不同 degree 下的 variable node 成為 trapping set 的

機率比其他方法低。在設計低密度奇偶檢查碼時考慮節點的 betweeness centrality 

或許能夠避免節點成為 trapping set，提升 error floor region 的效能。 
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圖 23 Betweeness centrality of PEG-based cluster 

 

圖 24 Cluster histogram by MCL 

由圖 21 與圖 24 發現 QC-LDPC codes 本身是一個大的 cluster，而 

PEG-based 的部分擁有一個比較大的 cluster，cluster size 約 1000，但也有一些

小的 cluster，而 Random 的部分都是由小的 clusters 組成，表現了 Random, 

PEG-based 與 QC-LDPC codes 的 error floor region 的效能趨勢如圖 7，小 

clusters 數量越多，錯誤率越高，我們猜測是不是這些小的 clusters 造成 trapping 

set 導致 error floor region 的表現不佳，所以我們討論小 clusters 中 (𝑎, 𝑏) 

trapping set 的分布情形。 
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由 2.1.1 我們知道 𝑎 值越小發生機率越高，𝑏 值越小錯誤機率越大，本文

比較以下 4 種情況下比較 (𝑎, 𝑏) trapping set 發生機率： 

假設透過 MCL 分析後，cluster 分布如圖 25。 

 

圖 25 MCL cluster 範例圖 

1. intra-cluster : 同一個小 cluster 內選 (𝑎, 𝑏) trapping set 如圖 26。 

 

圖 26 MCL intra-cluster 範例圖 

假設在每一個小 cluster 內選 2 個 variable node，如圖 27，選到的 𝑏 值

分布如表  11： 

 

圖 27 MCL intra-cluster 𝑎 = 2 範例圖
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b Cluster1 Cluster 2 Cluster 3 Cluster 4 Ratio 

2 4 5 1 1 
  

22
=  .5  

3 3 3   
6

22
=  .27 

4 3 2   
5

22
=  .23 

表  11 MCL intra-cluster 𝑎 = 2, 𝑏 分布表 

綠底的部分表示在 Cluster1 選 2 個 variable node，(𝑎, 𝑏) = (2, 2) 的組合

數有 4 個；而在 intra-cluster 內任選 2 個 variable node (𝑎, 𝑏) = (2, 2) 的組合

數就是把 𝑏 = 2 那一列相加，總共有 11 個；接下來 normalize 所有小 cluster 

內任選 2 個 variable nodes 的組合數，總共是 22 個，所以 
  

  
 就表示在 

intra-cluster 內任選 2 個 variable node (𝑎, 𝑏) = (2, 2) 比例 (Ratio) 為  .5 ，利

用這種計算方式表示 intra-cluster 內任選 𝑎 個 variable node 的比例分布。 

2. inter-cluster : 屬於小 cluster 的 node 選 (𝑎, 𝑏) trapping set 如圖 28，

normalize 的分母為 (
 4
𝑎
)。 

 

圖 28 MCL inter-cluster 範例圖

小 cluster

Number of variable nodes : 14

 4
𝑎
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3. in-out-cluster : 小 cluster 內選   個 node，out-cluster 內任選 𝑎 −   

個 nodes，如圖 29，normalize 的分母為 (
 4
 
) × (

𝑁
𝑎 −  

)。 

 

圖 29 MCL in-out-cluster 範例圖 

4. out-cluster : out-cluster 內選 (𝑎, 𝑏) trapping set 如圖 30，normalize 的

分母為 (
𝑁
𝑎
)。 

 

圖 30 MCL out-cluster 範例圖 

本文以下比較 PEG, IPEG, MIPEG 上述的 4 種情況挑選 (𝑎, 𝑏) trapping set 

的 ratio。 

小 cluster

Number of variable nodes : 14

Red nodes  : check nodes

Blue nodes : variable nodes

out_cluster

 4
 

𝑁
𝑎 −  

Number of variable nodes: 𝑁

𝑁
𝑎 out_cluster

Number of variable nodes: 𝑁



 

35  

 

圖 31 PEG MCL trapping (𝑎 = 2) 比較結果 

 

圖 32 IPEG MCL trapping (𝑎 = 2) 比較結果 

 

圖 33 MIPEG MCL trapping (𝑎 = 2) 比較結果 
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由圖 31、圖 32、圖 33 可以發現，𝑎 = 2 intra-cluster 挑選到 (𝑎, 𝑏) trapping 

set 的機率最大。 

  

圖 34 PEG MCL trapping (𝑎 = 3) 比較結果 

  

圖 35 IPEG MCL trapping (𝑎 = 3) 比較結果 
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圖 36 MIPEG MCL trapping (𝑎 = 3) 比較結果 

由圖 34、圖 35、圖 36 可以發現 𝑎 = 3 時 intra-cluster 挑選到 (𝑎, 𝑏) 

trapping set 的機率也是最大。 

透過以上的結果發現在小 cluster 內確實容易挑到 (𝑎, 𝑏) trapping set。我們

一開始提到 trapping set 與 betweeness centrality 的關係，接下來我們統計小 

clusters 內 nodes 的 betweeness centrality 如圖 39 發現小 clusters 內 nodes 

的 betweeness centrality 都比較小，而 high degree node 的 betweeness centrality 

比其他節點高出許多，圖最右邊紅色表示 high degree node 的 betweeness 

centrality。 
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圖 37 The betweeness centrality in clusters of PEG 

 
圖 38 The betweeness centrality in clusters of IPEG 

 

圖 39 The betweeness centrality in clusters of MIPEG 
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由本節的實驗結果可以發現 LDPC codes 的 Tanner graph 透過 MCL 的分

群後，QC-LDPC codes 只有一個 cluster，表示不容易受到其他節點突發狀況而

影響，也反映了 QC-LDPC codes 在 error floor region 表現較好的趨勢；而  

Random 則是有許多小 clusters，表示 Random 的 LDPC codes 容易受到突發狀

況影響，也反映了 Random 表現都比其他方法差的趨勢；而 PEG-based 透過 

MCL 的分群後，具有 1 個較大的 cluster 和少許的小 clusters，表示 PEG-based 

中的大 cluster 內部救回錯誤節點的機會較高，透過 network parameter 的分析

也反映了 MIPEG 參數值 (average shortest path length, betweeness centrality) 都

大於其他方法；另外在小 cluster 的部分，透過比較 intra-cluster, inter-cluster, 

in-out-cluster 與 out-cluster，我們發現 intra-cluster 最容易選到 (𝑎, 𝑏) trapping 

set，也就是說這些小 cluster 確實容易形成 (𝑎, 𝑏) trapping set。 
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4.3. 模組性 (Modularity) 

Modularity 是一種網路結構性質，由 M.E.J Newman 提出 [8] [21]，用來衡

量網路在分割後的結構品質，表示分割後每一個子結構中連線較緊密，但子結構

間只有少數的連線。Modularity 的定義如下： 

𝑀𝑜𝑑𝑢𝑙𝑎𝑟𝑖𝑡𝑦 𝑄 =
 

2𝑚
∑[𝐴𝑣𝑤 −

𝑘𝑣𝑘𝑤
2𝑚

]𝛿( 𝑣,  𝑤)

𝑣𝑤

 (3) 

𝑚: 
 

 
∑ 𝐴𝑣𝑤𝑣𝑤  is the number of edges in graph 

𝐴𝑣𝑤 = {
   if vertices   and 𝑤 are connected

   otherwise                                            
 

𝑘𝑣: the degree of vertex   

Vertex   belong to community  𝑣 

𝛿(𝑖,  𝑗) is   if 𝑖 = 𝑗 and   otherwise 

先假設每一個 node 屬於不同的 cluster，挑選能夠增加 Modularity 值的 

node 加入同一個 cluster，直到無法增加 Modularity 值後完成此次 cluster 的挑

選；接下來選擇其他 node 依序再次選擇能夠增加 Modularity 值的 node 加入

同一個 cluster，依序不斷挑選。 

由 (3) 可以發現 Modularity 是與隨機網路的連線情況比較，連線比隨機網

路的連線越緊密則表示分割的結果越好，每一個子結構內的連線緊密，表示 node 

彼此間傳遞訊息需要經過的 path 較短，在 LDPC codes decoding 的情況下，越

近的越容易將錯誤更正，所以發生錯誤時 cluster 內的 node 能夠互相幫忙更正，

cluster 越大，有越多 nodes 能夠幫忙，cluster 越小則表示幫忙更正的 nodes 數

少，所以我們利用 Modularity 分割 variable node 的 unipartite graph。 

本文使用 Cytoscapse [19] 的插件 clusterMaker [20] 提供的 Modularity 分

群演算法分析 variable node 的 unipartite graph，以下為分析結果圖： 
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Random topology Zigzag topology 

  

PEG topology IPEG topology 

 

 

MIPEG topology  

圖 40 Topology by Modularity 

 

圖 41 Cluster histogram by Modularity 
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由圖 40、圖 41 無法從 topology 與 cluster histogram 的觀點觀察出不同方

法的差異，接下來我們觀察每一個 cluster 內 network parameter (average shortest 

path length, betweeness centrality) 的特性。 

  

  

 

 

圖 42 Average shortest path length of each cluster 
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圖 43 Betweeness centrality of each cluster 

如圖 42 所示由 average shortest path length 無法看出不同 cluster size 的

差異，但是透過圖 43 可以發現 cluster size 越小的 betweeness centrality 越小，

我們假設這些小 cluster 的 node 容易形成 trapping set，本文比較以下 4 種情

況下比較 (𝑎, 𝑏) trapping set 發生機率： 
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假設透過 Modularity 分析後，cluster 分布如圖 44。 

 

圖 44 Modularity cluster 範例圖 

1. intra-cluster : 同一個小 cluster 內選 (𝑎, 𝑏) trapping set 如圖 45，

normalize 的分母為 (
4
𝑎
) × (

3
𝑎
)。 

 

圖 45 Modularity intra-cluster 範例圖 

2. inter-cluster : 小 cluster選 (𝑎, 𝑏) trapping set 如圖 46，normalize 的分

母為 (
7
𝑎
)。 

 

圖 46 Modularity inter-cluster 範例圖
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3. in-out-cluster : 小 cluster 內選 1 個 node，out-cluster 內任選 𝑎 −   

個 nodes，如圖 47，normalize 的分母為 (
7
𝑎
) × (

𝑁
𝑎 −  

)。 

 

圖 47 Modularity in-out-cluster 範例圖 

4. out-cluster : out-cluster 內選 (𝑎, 𝑏) trapping set 如圖 48，normalize 的

分母為 (
𝑁
𝑎
)。 

 

圖 48 Modularity out-cluster 範例圖 

以下比較 PEG, IPEG, MIPEG 上述的 4 種情況選 (𝑎, 𝑏) trapping set 的 

ratio。 

  

圖 49 PEG Modularity trapping set (𝑎 = 2) 比較結果 
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圖 50 IPEG Modularity trapping set (𝑎 = 2) 比較結果 

  

圖 51 MIPEG Modularity trapping set (𝑎 = 2) 比較結果 

由圖 49、圖 50、圖 51可以發現 𝑎 = 2 時 intra-cluster 挑選到 (𝑎, 𝑏) 

trapping set 的機率最大。 
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圖 52 PEG Modularity trapping set (𝑎 = 3) 比較結果 

  

圖 53 IPEG Modularity trapping set (𝑎 = 3) 比較結果 

  
圖 54 MIPEG Modularity trapping set (𝑎 = 3) 比較結果 
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由圖 52、圖 53、圖 54 可以發現 𝑎 = 3 時 intra-cluster 挑選到 (𝑎, 𝑏) 

trapping set 的機率最大。 

由本節 Modularity 觀察 variable node unipartite graph 的結果可以發現，透

過 Modularity 的分群後，小 cluster 內的 variable node 的 betweeness centrality 

較小，且透過比較 intra-cluster, inter-cluster, in-out cluster 與 out-cluster 可以發

現 intra-cluster 選到 (𝑎, 𝑏) trapping set 的機率最高，也證實了小 cluster 內確實

容易形成 (𝑎, 𝑏) trapping set。 
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五. 結論 

5.1. 研究成果 

本文的研究問題是找出與效能有關的結構因素，透過實驗結果本文以下歸納

與效能相關的結構特性： 

Markov cluster algorithm 與 Modularity 分群後小 clusters 數量越多，error 

floor region 的錯誤率越大，所以小 cluster 容易形成 (𝑎, 𝑏) trapping set，而且小 

cluster 內的 betweeness centrality 都比其他 node 小，所以 betweeness centrality 

越小 error floor region 的效能越差。 

在 waterfall region 表現好的碼，透過 Markov cluster algorithm 分群後具有 

1 個大 cluster，大 cluster 結構中的 average shortest path length 較大。  

5.2. 未來展望 

不同的分類方式能夠聚集的節點特性不同，本文嘗試了 Markov Chain 

Cluster Algorithm 與 Modularity 這兩種分群演算法後，發現了 clustering 

algorithm 與 LDPC codes 間的關聯性。 

還有許多其他 clustering algorithm 用於不同領域與不同網路結構的分析，哪

一種 clustering algorithm 最適合 LDPC codes，還是一個值得探討的問題。 
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