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摘要 

 

條件推論在統計這門領域中已具有相當久的歷史，然而卻沒有被

廣泛共識，同時，對於條件推論的使用時機與方式，統計學家們也有

一些爭議的觀點。爭議的觀點之一在於給定條件下後的統計推論常常

出現與原來不同的結果，究竟何種較合理？這篇文章的主題是更進一

步探討何時該用條件推論？如何使用推論較為適合？以及研究條件

推論與統計上的充分原則之關係。 
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Abstract 
 

  Conditional inference already has a history in statistical theory for a long 

time,but doesn’t has a common view. The statisticians also have some standpoints of 

controversies for using opportune moment and way on conditional inference. One of 

the standpoint of controversy is conditional inference usually appear with originally 

different result. Actually what more reasonable ? The topic of this article is a further 

study when should use conditional inference? How use inference fitter?And study 

conditional inference and sufficient principle’relation. 
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第一章 緒論 

在許多日常生活中的統計問題上常發生所謂的「條件推論」，例如於一場足

球比賽中，雙方選手在爭奪發球權時，通常利用投擲一枚銅板決定，若銅板出現

正面時則由 A 方獲得發球權；若出現反面則反之，判斷若 A 方（或 B 方）獲得

發球權時，比賽結果會如何。類似「若…，則…」的問題，在統計學上將其稱為

「條件推論」(Conditional Inference)，亦即評估於某種特定條件下，進行統計分

析及探討，進而獲得需要的資訊。條件推論在統計這門領域中已具有相當久的歷

史，然而卻沒有被廣泛共識，同時，對於條件推論的使用時機與方式，統計學家

們也有一些爭議的觀點(D.A.S.Fraser , 2004)。 

受人爭議的觀點之一為在給定條件下分析問題與不給定條件下分析相同問

題，可能會出現有不同的結果。此外，即使採用給定條件分析問題，在給定了相

異的條件分配後的推論，亦有可能發生不同的結果。我們可以先以維基百科網站

中一個簡單有趣的例子來加以說明之： 

美國有一所知名的高校在新學期開始招生時，其中有兩個學院—法學院及商

學院，人們懷疑這兩個學院是否有性別歧視而引發民眾熱烈討論。因而有學者針

對此問題作出如下統計： 

表 1：法學院錄取比例表     表 2：商學院錄取比例表 

性別 錄取 拒收 總數 錄取比例 

男生 201 50 251 80.1% 

女生 92 9 101 91.1% 

合計 293 59 352  

性別 錄取 拒收 總數 錄取比例 

男生 8 45 53 15.1% 

女生 51 101 152 33.6% 

合計 59 146 205  

 

很明顯地，根據表 1 及表 2 的數據來看，女生不論在法學院或商學院中均有

較高的錄取比率。然而若現在將兩學院的數據彙總成表 3，可發現結果將會有所

 1



更改： 

表 3：兩學院錄取數據彙總表 

性別 錄取 拒收 總數 錄取比例 

男生 209 95 304 68.8% 

女生 143 110 253 56.5% 

合計 352 205 557  

 

在表 3 彙總資料中，女生的錄取比率( 56.5 % )竟較男生錄取比率( 68.8 % )

為低。造成此種結果主要是因為在所有的學生中，法學院的男生人數佔了整體學

生人數相當高的比例，才會有這樣的影響。這個例子就是著名的 Simpson’s  

Paradox。由上述案例中可以明顯發現到，在有無給定「學院」的條件情況下，

對整體結果將會有不同的影響結論。至於這兩種看法哪一種才是正確的，在不同

的模型假設下，有不同的答案，我們會在後面說明。 

有鑑於此，本文的目的在於希望更進一步的去探討，何時該用條件推論？如

何使用推論？以及條件推論與統計上的充分原則之關係。 
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第二章 文獻探討 

在過往的文獻中，已有不少統計學者針對隨機變數的分配，探討在給定條件

下 之 統 計 推 論 ， (John D.Kalbfleisch(1975) 、 Barnard,G.A.(1976) 、

D.V.Hinkley(1977)、V.P.Godambe(1980)、N.Reid(1995)、Walter Kramer and Gerd 

Gigerenzer(2005))同時也提出了諸多爭議點。如其中 Cox(1958)利用一個例子加以

說明之，其詳述如下所示： 

例子：2.1  

假設我們對一個平均數為 θ（未知參數）的常態分配母體，隨機抽取一變數

x，其中 x有 1
2的機率服從 2

1( , )N θ σ ， 1
2的機率服從 2

2( , )N θ σ ，而 1σ 及 2σ 均為

已知且 1 2σ σ>> ，同時我們也知道 x是從 2
1( , )N θ σ 或 2

2( , )N θ σ 中的哪一個出來。

亦即，我們可以看到 ( , )X Y ，其中 ( 1) ( 2) 0.5P Y P Y= = = = ，且給定 之下1Y = X 服

從 2
1( , )N θ σ ，給定 之下2Y = X 服從 2

2( , )N θ σ 。若現在希望進行一假設檢定

0 1: 0,   :H H 0θ θ= > ，在顯著水準為 0.05 之下，我們可以考慮兩種不同情況下

的檢定，用以判斷其差異性。 

第一種檢定可稱為條件最有力(Power)之檢定，也就是在已知特定的條件(Y

之值)下進行的檢定。即可先行算出條件檢定的拒絕域： 

{ }1 1: ( , ) | ( 1 1.64 ) ( 2  1.64 )C x y y x y x 2σ σ= > ∪ = >且 且      (2.1) 

第二種檢定為考慮整個樣本空間，在同樣顯著水準為 0.05 下，利用

Neyman-Pearson Lemma 算出的拒絕域為； 

{ }2 1: ( , ) | ( 1 1.28 ) ( 2 5 )C x y y x y xσ= > ∪ = >且 且 2σ         (2.2) 

從拒絕域 的結果表示，2C 1( 1.28 | 1) 0.1P x Yσ> = = 0， 2( 5 | 2)P x Yσ> = ≒ ，

當觀測值 x來自於第二種樣本空間時，當 0θ = 幾乎不會犯錯；然而當 x來自於第

一種樣本空間時，若 為真(即 θ= 0)卻拒絕 的犯錯機率卻高達10%。 0H 0H
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若在已知要進行 2
1( , )N θ σ 或 2

2( , )N θ σ 確定分配下的一次試驗，採用給定條

件的檢定是較好的 ；但若重複進行多次試驗，考慮整個樣本空間的檢定，由

Neyman-Pearson Lemma 可得知，在具有最大檢定力的基本下，沒有給定條件下

的檢定 是更好的。 

1C

2C

因此另有學者 D.A.S.Fraser(2004)針對此一疑點，將原有參數進行修改，令

1 2100σ σ= 且 2 0σ σ= ，並從信賴區間的形式來看此問題。在第一種給定條件下的

信賴區間與第二種沒有給定條件的第種信賴區間分別為： 

{ }1 0 0: ( , ) | ( 1 196 , 196 )) ( 2 ( 1.96 , 1.96 )L x y y x x y x xθ σ σ θ σ= ∈ − + ∪ = ∈ − +且 ( 且 0 0σ

                      (2.3) 

{ }2 0 0: ( , ) | ( 1 164 , 164 )) ( 2 5 , 5 ))L x y y x x y x xθ σ σ θ σ σ= ∈ − + ∪ = ∈ − +且 ( 且 ( 0 0

                          (2.4) 

從 L1 與 L2 的結果可以得出，在給定條件下的信賴區間平均長度為

0197.96σ ，沒有給定條件下的信賴區間平均長度為 0169σ 。很明顯地，沒有給定

條件的區間長度較短，且也較具檢定力。 

對於使用條件推論的正當性，M.Ghosh,N.Reid 及 D.A.S. Fraser(2005)從另 

費雪訊息（Fisher information）的角度來看看問題，他們認為較適合的費雪訊息

應為 ( | )TI Uθ 而非 ( )TI θ ，其中：θ為分配的參數， ( , 為最小充分統計量

（minimal sufficient），且U 亦為輔助統計量，則   

)U T

2

2

log ( | )( | ) [ | ]T
L T UI U E Uθ

θθ
θ

∂
= −

∂
 即為在給定條件U 下的費雪訊息，其中

為 T 在給定條件 U 下的概氏函數(likelihood function)。 ( | )L T Uθ

換言之，以例子 2.1 來看，計算條件費雪訊息 ( | 1)I Yθ = 及 ( | 0)I Yθ = 較為

合理，而非計算費雪訊息 ( )I θ 。此一觀點也將於 4.1 小節中利用一個例子進行更

進一步的說明。 
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而 Welch(1939)亦針對是否給予條件的情況下，評估其之後推論優劣提出了

另一範例（這個例子我們會在第三章更進一步的分析）： 

例子 2.2： 

現考慮兩個獨立的隨機變數，他們的分佈是從
1
2

θ − 到
1
2

θ + 的 Uniform 分

配，其表示式如下所示： 

1 2
1 1 1 1( , ) ~ ( , ) ( , )
2 2 2 2

y y U Uθ θ θ θ− + × − +      (2.5) 

令 1 2 1 2
1 2,

2 2
y y y yz y z+ −

= = =          (2.6) 

則 的機率分配為： 2z

2 2
1 1( ) 2(1 2 ) , 
2 2

p z z z= − − < <2               (2.7) 

同時，在給定 下， 的分配為 2z 1z

1 2 1 1 1( , )
2 2

1( | ) ( ) 
1R Rp z z I z

Rθ θ− −
− +

=
−

  ,where 22R z=        (2.8) 

現比較不同條件下之檢定力大小，用以判斷相異條件下之優劣。如圖 2.1 所

示，其中圖(i)與圖(ii)具有相同陰影部分為1 α− 的面積但相異形狀(菱形區塊與兩

小正方形區塊)的情況下，其中陰影部分即代表當取樣在此範圍內，我們相信

0θ θ= 為真，其面積為1 α− ，而陰影形狀不同則表示不同的檢定或信賴區間，進

而 Welch 比較了其檢定下的檢定力的大小。 

(i) (ii)                 

 

 

 

          

圖 2.1 

 

0 0
1 1( , )
2 2

θ θ+ + 0 0
1 1( , )
2 2

θ θ+ +

0 0( , )θ θ  
0 0( , )θ θ  

y2y  2

1y
1y  
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而 D.A.S.Fraser(2004)除了繼續探討了 Welch(1939)提出的兩種條件區間外，

另再給定了第三種條件，即圖 2.2 中的陰影部份的兩個直角三角形，希冀是否能

找出更佳區間，並得出三種條件下的統計推論。(文中提到圖(ii)為具有最大檢定

力的區間，圖(iii)為最短區間並非正確，於第三章會有更深入探討。) 

   (iii) 

 

     

 

圖 2.2 
三種情況覆蓋參數 θ的區間範圍相對應圖(i)(ii)(iii)分別為： 

(i) 

      (1 )(1 )
2

Ry α⎧ − − ⎫±⎨
⎭⎩
⎬

.5

      (2.9) 

(ii) 

1 0if α− >  

 

1 1                       
2 2

1 1 (1 ) 1 (1 )    
2 2 2

Ry if R

Ry if R

α(1 )

α α

⎧ − −
± >⎪

⎪
⎨ ⎧ ⎫+ − − − −⎪⎪ ± − ≤⎨ ⎬⎪ ⎪ ⎭⎩⎩

−

.5

              (2.10) 

1 0if α− <  

1 1                       (1 )
2 2

1 1 1 1    1 2 (1 ) 
2 2 2 2

                                 

Ry if R

Ry if R

other

α

α α

⎧ − −
± > −⎪

⎪
⎪ ⎧ ⎫− + − − −⎪ ⎪± + − < ≤ −⎨ ⎨ ⎬

⎪ ⎭⎪ ⎩
⎪Φ⎪
⎪⎩

α           (2.11) 

 

1y  

2y

0 0( , )θ θ

0 0
1 1( , )
2 2

θ θ+ +
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 (iii) 

1   (1 1 )
2

0               (1 1 )

Ry if R

if R

α

α

−⎧ ± > −⎪
⎨
⎪ ≤ − −⎩

−
                   (2.12) 

由上述的文獻當中，不難發現在給定不同條件下判斷不同情況之優劣均有諸

多爭議之處。有鑑於此，本研究將於第三章更深入的利用不同的觀點，如：覆蓋

參數 θ的合理機率、區間平均長度、最大檢定力等，探討比較例子 2.2 所提出的

三種區間優劣。此外，本研究亦將比較不同分配下條件推論與一般統計非條件推

論之差異。 
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第三章 推估均勻分配期望值之條件推論 

此章節主要在於延伸第二章統計學者 D.A.S.Fraser(2004)所比較的三種區

間，圖(i)表示在給定 R 之下的條件檢定，圖(ii)為一種類似不偏檢定(Unbiased test)

的檢定 (Unbiased test 不存在)，圖(iii)為信賴區間長度較短。 

(i)                        (ii)                      (iii) 

 

 

 

 

          

圖 3.1 
利用「在給定輔助統計量下，覆蓋參數 θ 的合理機率」，「區間平均長度長

短」，以及「檢定力大小」，三種觀點來分別比較三種區間的優劣。 

3.1 在給定輔助統計量下，覆蓋參數θ的機率大小 

 在這一小節我們要計算在給定輔助統計量的情形下，三種不同信賴區間分別

覆蓋到參數 θ 的機率，進而畫出輔助統計量 22R z= 與覆蓋機率 ( . |P C I R)θ ∈ 間

的關係圖來做為比較的準則。 

(i) 

1 1
1 1( . | ) ( (1 ) (1 )

2 2
R RP C I R P y yθ α θ )α− −

∈ = − − < < + −  

1
1 1( (1 ) (1 )

2 2
)R RP yθ α θ α− −

= − − < < + −

11 (1 )(1 ) 1 22
1 1 1(1 ) (1 )

2 2

1 | 1
1 1

RR

R R
zdz

R R
θ αθ α

θ α θ α
α

−−
+ −+ −

− −− − − −
= =

− −∫ = −  

 

0 0
1 1( , )
2 2

θ θ+ + 0 0
1 1( , )
2 2

θ θ+ +

1y  

2y

1y  

2y  

1y

2y
0 0( , )θ θ  

0 0( , )θ θ

0 0
1 1( , )
2 2

θ θ+ +

0 0( , )θ θ
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(ii)  

   1 0.5if α− >  

1

2

1

1 (1 )( , )          
2( . | )

1 (1 )g ( , )        
2

f R if R
P C I R

R if R

αα
θ

αα

⎧ − −
>⎪⎪∈ = ⎨

− −⎪ ≤⎪⎩

 

其中

1
1 1 1 1( , ) ( ) (

2 2 2 2
)R R Rf R P y y P yα θ θ θ R− − −

= − < < + = − < < +
−

11
1 22

1 1 1
2 2

1  | 1
1 1

RR

R R
zdz

R R
θθ

θ θ

−−
++

− −− −
= = =

− −∫  

 

1
1 1 (1 ) 1 1 (1( , ) ( )

2 2 2 2
R Rg R P y y )α αα θ+ − − + − −

= − + < < + −  

1 1 (1 ) 1 1 (1( )
2 2 2 2

R RP y )α αθ θ+ − − + − −
= − + < < + −  

1 1 (1 )
2 2

11 1 (1 )
2 2

1 (1 )1 21 2
1 1

R

R

R
dz

R R

αθ

αθ

α
+ − −

+ −

+ − −
− +

− −
+ −

= =
− −∫  

  1 0if .5α− <  

2

2 2

1( , )          (1 )
2

1 1( . | ) ( , )         1 2 (1 ) 
2 2

 0          

f R if R

P C I R g R if R

other

αα

α αθ α

⎧ −
> −⎪

⎪
⎪ − −⎪∈ = − < ≤ −⎨
⎪
⎪
⎪
⎪⎩

 

其中 

2
1 1 1 1( , ) ( ) ( )

2 2 2 2
R R R Rf R P y y P yα θ θ θ 1− − − −

= − < < + = − < < + =  

 9



2
1 1 1 1( , ) ( ( ) ( )
2 2 2 2

1 1 1 1             ( )
2 2 2 2

R Rg R P y y

R RP y

α αα θ

α αθ θ

− + − − + −
= − + < < + +

− + − − + −
= − − < < + +

  

1 1
2 2

11 1
2 2

11 21 2
1 1

R

R

R
dz

R R

αθ

αθ

α
− + −

+ +

− + −
− −

−
− + +

= =
− −∫  

(iii) 

3
3

  ( , )            1 1
( . | )

  0                      1 1

f R if R
P C I R

if R

α α
θ

α

⎧ > − −⎪∈ = ⎨
< − −⎪⎩

 

其中 

3
1 1 1 1( , ) ( ) ( )

2 2 2 2
R R Rf R P y y P yα θ θ θ R− − −

= − < < + = − < < +
−  

1 1
12 2

1 1 1
2 2

1 | 1
1 1

R R

R R
zdz

R R
θ θ

θ θ

− −
+ +

− −− −
= =

− −∫ =  

由上述推導的式子中，可以試著將三種情況計算出的結果，選擇1 0.28α− =

及1 0.68α− = ，並利用 R 2.3.1 此套統計軟體畫出 R 與 ( . |P C I R)θ ∈ 的關係圖。 
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(i)當1 0.28α− =                                  (ii)當1 0.68α− =  

 

 

 

< 

 

 

 

 

1P

3P
2P

圖 3.2  R與P C( . | )I Rθ ∈ 的關係圖 

由圖 3.2 中不難發現到，第一種區間無論 R 值為何，覆蓋參數 θ的機率皆為

1 α− ，而第二種區間覆蓋參數的機率在某段範圍裡皆為 0 或 1，其餘則落在 0~1

之間，最後，第三種區間覆蓋參數的機率只有 0 和 1 兩種可能。由此觀點來比較

此三種區間何者較佳，可以先利用下面一段的敘述說明之： 

倘若1 0.68α− = ，今我們觀察到 1 2( , ) (1,1.1)y y = ，則我們知道θ應若在(0.6,1.5)

內，但從第二種區間及第三種區間得到的信賴區間為Φ，則若我們告訴他人說Φ

為 65%的信賴區間，會令人難以相信；而今我們觀察到 1 2( , ) (1,1.8)y y = ，θ應若

在(1.3,1.5)內，但第二種區間及第三種區間的信賴區間為 100%的信賴區間，若我

們告訴他人說 100%的信賴區間為 65%的信賴區間，同樣也會令人難以置信。這

樣的區間，雖然仍是信心水準在 68%的信賴區間，但在實際上卻不實用，故不被

一般人普遍選擇使用。換句話說，第一種的信賴區間無論 R 值為何，覆蓋參數

θ的機率皆為信心水準1 α− ，比起第二、三種的信賴區間，會較被喜歡與接受。 
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3.2 平均長度長短 

此小節將試著從另一觀點，將三種情況的平均長度計算出來並畫出1 α− 與

平均長度的關係圖。也就是將平均長度長短當作選擇區間的準則，進而比較三種

區間優劣，其式子詳述如下： 

平均長度= 每一點 R 所對應的長度×此點的機率分配。 ∫

(i) 

1 1

1 0 0

2( ) (1 )(1 ) 2(1 ) (1
3RL f R r dR R R dR )α α= ⋅ = = − − ⋅ − = −∫ ∫  

(ii) 

111 1
2

110 11 2 22

3

2

1( ) ( 1 2 ) 2(1 ) (1 ) 2(1 )
2

1                         2                                                                                     1 0.5
2

Rf R r dR R R dR R R dR

L

α

αα

α

α α

−
−

−− −−

−
= = − + + ⋅ − + − ⋅ −

−
= −

=

∫ ∫ ∫

<

1 (1 )1
2

0 0

3

1 (1 )( ) (1 2 )2(1 )
2

1 (1 )
1 1 (1 )2                         2[ ]                                                1 0.5
3 3 2

Rf R r dR R R dR
α α

α
α α

− −

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨ − −⎪ = = + − −
⎪
⎪

− −⎪
⎪ − −

= + − − >⎪⎩

∫ ∫

(iii) 

1 1 1 1

3 0 1 1 0
( ) (1 ) 2(1 ) 0 2(1 )RL f R r dR R R dR R dR

α

α

− −

− −
= = = − ⋅ − + ⋅ −∫ ∫ ∫  

       
3

21 (2[ (1 1 ) (1 1 ) ]
3 3

αα α − −
= − − − + − − −

1 1 )   
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1P  
 

3P
2P

 

圖 3.3 1 α− 與平均長度關係圖 

 

從圖 3.3 中可以發現無論1 α− 值為何，第三種信賴區間即 所對應的平均長

度皆為最短。換句話說，雖然從覆蓋參數 θ的合理機率來選擇這三種區間，第一

種信賴區間較佳，然而若從平均長度的角度去判別，則會變更選擇成第三種的區

間。不過從 3.2 節可知，第三種區間覆蓋參數的機率只有 0 和 1 兩種可能，實用

性不高。 

3P

3.3 檢定力大小 

此小節將採用最後一種觀點—檢定力大小，來比較此三種區間之優劣是否會

再次有所改變。以下先定義該節所採用到之參數與函數定義，如下所示： 

  

檢定力(power at θ)：若 θ屬於對立假設，在 θ點上做正確決策的機率為1 ( )β θ−  

                  其中 ( )β θ 為型二誤差(type Ⅱ error) 
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 在此我們利用延著對角線移動陰影區塊 0θ θ= −Δ 的距離與θ的關係，計算

新的淺灰色區塊落在正方形範圍裡的面積即為β，如圖 3.4 所示，進而比較其檢

定力大小。 

 

 

 

 

圖 3.4 
1y

2y

Δ

其三種區間的檢定力函數之計算過程如下所示： 

(i) 

2

2

2
1

1                                                 0
4(1 ) 1 11                          0 ( )

2 21 (1 )
1 1 2 1 1 1 1( ) 2        ( ) ( )
2 2 1 (1 ) 2 2 2 2

0                                 

α

α αα
α

β α α α
α

− Δ =

− Δ −
− − ≤ Δ ≤ −

− −
= − Δ −

+ − Δ + − ≤ Δ ≤ +
+ −

−

1 1                   ( )
2 2

α

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪ −

Δ ≥ +⎪⎩

  

 (ii) 

   1 0.5if α− >  

2 2

1                                              0

1 1 1 11 2 (1 )           0
2 2 2 2

1 1 1 1 1 1( ) 2                 1  
2 2 2 2 2 2

10                                                1
2

α

α αα

β α α α

− Δ =

− −
− − Δ − − ≤ Δ ≤ −

= − −
+ − Δ + Δ − ≤ Δ ≤ − −

Δ ≥ − −

−

1
2
α

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪ −
⎪
⎩
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   1 0.5if α− <  

2

1                         0

1 11 2      0
2 2

10                              
2

α

α αβ α

α

⎧
⎪ − Δ =
⎪

− −⎪
= − − Δ ≤ Δ ≤⎨
⎪
⎪ −

Δ ≥⎪
⎩

 

(iii) 

3

1                                        0

1 (2 1 )           0 1

0                                            1

α

β α α

α

− Δ⎧
⎪

= − − Δ − − Δ ≤ Δ < −⎨
⎪ Δ ≥ −⎩

α

=

 

由上述式子推論中，可畫出移動距離 Δ與 β的關係圖，如圖 3.5 所示： 

(i)當1 0.25α− =                              (ii)當1 0.75α− =  

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 (a)                                (b) 

1P

3P
2P

圖 3.5 移動距離Δ與β的關係圖 

 

在圖 3.5 中可以發現到： 

若0 1 0.5α≤ − ≤  

1(0,2 1 2 ) ,
2

1(2 1 2 , 1 )  
2

αα

αα α

⎧ −
Δ∈ − −⎪⎪
⎨

−⎪Δ∈ − − −⎪⎩

第三種信賴區間最具檢定力。

,第二種信賴區間最具檢定力。
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若
490.5 1
81

α≤ − ≤  

1 (1 )(0, 2 2 2 (1 )) ,
2

1 (1 )( 2 2 2 (1 ), 1 )  
2

α α

α α α

⎧ − −
Δ∈ − + + −⎪⎪
⎨

− −⎪Δ∈ − + + − −⎪⎩

第三種信賴區間最具檢定力。

,第二種信賴區間最具檢定力。

 

 

若
49 1
81

α< − < 1  (最常用) 

1 1(0, )  ,
4

1 1( , 1 )  
4

α

α α

⎧ + −
Δ∈⎪⎪
⎨

+ −⎪Δ∈ −⎪⎩

第三種信賴區間最具檢定力。

,第二種信賴區間最具檢定力。

 

3.4 結論 

在上述小節中可發現在不同條件下採用不同觀點所得出的結果均會有所差

異，而無固定的最佳解。將其三種觀點比較之結果整理成如表 4。 

由該表可發現，若從不同的觀點來選擇相異區間將造成不一樣的結果，因此

我們應該瞭解的是並沒有那種區間最好，而是依照使用者的需求去選擇一個較佳

的區間。 
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表 4 三種觀點比較之結果 
區間 
 
觀點 

   

1 0.5

1 1                       (1 )
2 2

1 1 1 1   1 2 (1 ) 
2 2 2 2

                                 

if

Ry if R

Ry if R

other

α

α

α α α

− <

⎧ − −
± > −⎪

⎪
⎪ ⎧ ⎫− + − − −⎪ ⎪ ⎪± + − < ≤ −⎨ ⎨ ⎬

⎪⎪ ⎭⎪ ⎩
⎪Φ⎪

 

信賴 
區間 

(1 )(1 )
2

Ry α⎧ − − ⎫±⎨ ⎬
⎭⎩

 1 0.5

1 1                       
2 2

1 1 (1 ) 1 (1 )    
2 2 2

if

Ry if R

Ry if R

(1 )

α

α

α α

− >

⎧ − −
± >⎪

⎪
⎨ ⎧ ⎫+ − − − −⎪ ⎪⎪ ± − ≤⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎭

−

⎩⎩

 

1   (1 1 )
2

0               (1 1 )

Ry if R

if R

α

α

−⎧ ± > −⎪
⎨
⎪ ≤ − −⎩

−

覆 蓋 參

數機率 
皆為 1-α 在部分區間內為 0 或 1，其餘介於 0~1 之間。 0 或 1 

區 間 平

均長度 
最長 較短 最短 

0 1 0.5α≤ − ≤  

1(0,2 1 2 ) ,
2

1(2 1 2 , 1 )  
2

αα

αα α

⎧ −
Δ∈ − −⎪⎪
⎨

−⎪Δ∈ − − −⎪⎩

第三種信賴區間最具檢定力。

,第二種信賴區間最具檢定力。

 

12 1 2
2
αα −

≥ − −Δ  

490.5 1
81

α≤ − ≤  

1 (1 )(0, 2 2 2 (1 )) ,
2

1 (1 )( 2 2 2 (1 ), 1 )  
2

α α

α α α

⎧ − −
Δ∈ − + + −⎪⎪
⎨

− −⎪Δ∈ − + + − −⎪⎩

第三種信賴區間最具檢定力。

,第二種信賴區間最具檢定力。

 

49 1
81

α< − < 1  (最常用) 

檢 定 力

大小 
最小 

1 1(0, )  ,
4

1 1( , 1 )  
4

α

α α

⎧ + −
Δ∈⎪⎪
⎨

+ −⎪Δ∈ −⎪⎩

第三種信賴區間最具檢定力。

,第二種信賴區間最具檢定力。
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第四章 輔助統計量與費雪訊息 

費雪訊息(fisher information I(θ))為 R.A.Fisher 1920 所提出，他的定義為

2

2

log ( | )( ) [ ]f XI Eθ
θθ

θ
∂

= −
∂

，其中 ( | )f X θ 為當 θ給定時，X 的機率密度函數，

費雪訊息的值愈大代表我們擁有較多參數的訊息，亦即我們可以對參數作更精確

的估計。 

在 4.1 小節，我們將試著去研究一般我們常用的費雪訊息在給定輔助統計量

與不給定輔助統計量的差異；而在 4.2 小節中，我們也將探討在給定不同的輔助

統計量下的統計推論會不會有差異。 

4.1 費雪訊息與輔助統計量 

M.Ghosh,N.Reid and D.A.S. Fraser(2005)指出，較適合的費雪訊息（Fisher 

information）應為 ( | )TI Uθ 而非 ( )TI θ 。我們利用第二章 <例子 2.1> Cox(1958)所

提出的例子來說明這個論點。 

<例子 4.1-1> 

假設我們的實驗為投擲一枚公正的銅板，若出現正面（H），則進一步進行

其母體平均數為 θ，母體變異數為 1 的常態分配， ( ,1)N θ ，試驗；反之，若出現

反面（T），則進一步進行其母體平均數為 θ，母體變異數為 10000 的常態分配，

( ,10000)N θ ，試驗。在此實驗下我們打算比較下面兩種情況的 Fisher information： 

在計算費雪訊息前，先令隨機變數
1    
0   

Y
⎧

= ⎨
⎩

投擲正面

投擲反面
 

(i) 在給定 Y 的情形下：若 Y=1，費雪訊息計算過程如下： 

~ ( ,1)X N θ  

2( )
21( , )

2

X

L X e
θ

θ
π

−
−

=  
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21 (ln ( , ) ln(2 )
2 2

XL X )θθ π −
= − −  

2

2

ln ( ) 1L θ
θ

∂
= −

∂
 

2

2

ln ( )( | 1) ( ) 1LI Y E θθ
θ

∂
= = − =

∂
                              (4.1) 

若 Y=0，費雪訊息計算過程如下： 

~ ( ,10000)X N θ  

2( )
2 100001( , )

2 10000

X

L X e
θ

θ
π

−
−

⋅=
⋅

 

21 (ln ( , ) ln(2 )
2 2 10000

XL X )θθ π −
= − −

⋅
 

2

2

ln ( ) 1
10000

L θ
θ

∂
= −

∂
 

2

2

ln ( ) 1( | 0) ( )
10000

LI Y E θθ
θ

∂
= = − =

∂
                       (4.2) 

(ii) 不給定正反面情況下的費雪訊息： 

22 ( )( )
1 200002

( 1) ( 0)
1 1 1 1( ) (1 )
2 22 1 2 100

xx
y y

y yL e I e
θθ

π π

−− −− − I= == + −
⋅ ⋅

 

2 2

( 1) ( 0)
1 1 ( ) 1 1 ( )ln [ ln ln(2 ) ] [(1 ) ln(1 ) ln(2 ) ln100 ]
2 2 2 2 2 20000y y

x xL y I y Iθ θπ π= =

− −
= − − ⋅ + − − − − − ⋅

2

( 1) ( 0)2

ln 1( 1) ( )
10000y y

L I I
θ = =

∂
= − + −

∂  

 
2

2

ln ( ) 1 1( ) ( ) (1 )
2 10000

LI E θθ
θ

∂
= − = +

∂
               (4.3) 

費雪訊息與最大概似估計的變異數之間有這樣的關係式存在，

1( ) ˆ( )MLE

I
Var

θ
θ

≈ ，因此費雪訊息可以提供我們估計準確度的資訊。在我們已經

看到投擲銅板為正面或反面時，如已看到銅板為正面時，x 的變異數應為 1，因

此 4.1 式中 ( | 1) 1I Yθ = = 是非常合理的；而 4.3 式中
1 1( ) (1 )
2 10000

I θ = + ，費雪訊
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息值 ( ) ( | ) ( )YI I y f y dθ θ
−∞

= ∫ y
∞

即為 ( | 1)I Yθ = 與 ( | 0)I Yθ = 的平均值，所表示關於

θ的訊息比真實的訊息小許多，因此可知由這個角度所得到的變異數訊息非常不

合理。有鑑於此，可解釋為何 D.A.S. Fraser(2005)認為，較適合的費雪訊息（Fisher 

information）應為 ( | )TI Uθ 而非 ( )TI θ 這個觀點。 

 下面小節我們將探討另一個例子在給定輔助統計量下的統計推論，延續此小

節，也將繼續觀察與費雪訊息間的關係。 

4.2 充分原則與條件原則使用之次序 

此小節，將試著比較給定不同的輔助統計量下的條件推論，而找輔助統計量

的方法，是利用「由原始資料直接找出的輔助統計量」與「經由最小充分統計量

尋找的輔助統計量」這兩種不同的角度，亦即「先用條件原則再用充分原則」與

「先用充分原則再用條件原則」希冀研究出兩者之間的差異。 

4.2.1  
. . .

2
i i d

~ ( , )X N θ θ 比較兩種不同角度的統計推論 

(i) 由「原始資料直接找出的輔助統計量」：令 11 2
1 2 1( , ,..., ) ( , ,..., )n

n
n n n

xx xy y y
x x x

−
− =  

   由於
. .

2~ ( , )
i i d

X N θ θ ，可知 11 2
1 2 1, ,... n

n
n n n

xx xy y y
x x x

−
−= = = 這些變數的分配將與參

數θ無關，因此選取 1 2 1, ,... ny y y − 作為輔助統計量，研究 x 在給定此輔助統計量

1 2 1, ,... ny y y − 下的條件推論。 

為了研究此目的，先將 1 2 1| , ,..., nx y y y − 的條件分配求出。導出分配的過程詳

述如下： 

Step 1： 1 2( , ,..., )f y y x 的聯合分配： 

利用變數變換，可知 

2 2 2 2
1 2 1 1 2 122

1 1( , ,... , ) ( ) exp [( ) ( ) ( ) ( ) ]
22

n
n n n n n nf y y y x y x y x y x x Jθ θ θ θ

θπθ
− −

⎧ ⎫= − − + − + − + −⎨ ⎬
⎩ ⎭
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 其中

1
2

2
1 2 1 12

1 2

1   0   ...    

10    ...     ( , ,..., , ) 1
( , ,..., )

       ....
1 1 1      ...     

n n n

i
n i

nn n
n n

x
x x

x x
d y y y xJ x x

d x x x x n

n n n

− == = =
∑

⋅  

1 1

1
1 1

1

( )
1

n n

n i i n n n
i i

i
i

nxx nx x nx y x x
y

− −

−
= =

=

= − = − ⇒ =
+

∑ ∑
∑

 

故   

2 2 2
1 2 1 2 12 1 1 1 12

1 1 1 1

1

1

1 1( , ,... ) ( ) exp [( ) ( ) ( ) ( ) ]
22 1 1 1 1

( 1 )

n
n nn n n n

i i i
i i i i

n
n

i
i

nx nx nx nxf y y y y y y
y y y y

nx y

2

i

x

θ θ θ
θπθ

−− − − −

= = = =

−

=

⎧ ⎫
⎪ ⎪⎪ ⎪= − − + − + − + −⎨ ⎬
⎪ ⎪+ + + +
⎪ ⎪⎩ ⎭

+
×

∑ ∑ ∑ ∑

∑

θ

                                                                 (4.4) 

Step2： 1 2 1( | , ,... )nf x y y y − 的條件分配： 

在 1 2 1, ,... ny y y − 下，可將其視為常數，因此 

1 2 2 2
1 2 1 1 2 11 1 1 12

1 1 1 1

1 1( | , ,... ) ( ) exp [( ) ( ) ( ) ( ) ]
2 1 1 1 1

n
n nn n n nn

i i i
i i i i

nx nx nx nxf x y y y x y y y
y y y y

θ θ θ
θ θ

−
− −− − − −

= = = =

⎧ ⎫
⎪ ⎪⎪ ⎪∝ ⋅ − − + − + − + −⎨ ⎬
⎪ ⎪+ + + +
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∑ ∑ ∑
2

i

θ

           (4.5) 

(ii) 「先找最小充分統計量再找輔助統計量」：
2

x
S

 

. .
2~ ( , )

i i d

X N θ θ ，由其概式函數

2

2

( )

2

2

1

2

ix

n e
θ

θ

πθ

−
−∑

可知 2( , )x S 為其最小充分統

計量，且因為
1~ (1,x N
n

θ ) 與
2

2 ~ (
1

S
n
θ χ 1)n −
−

獨立，
2

x
S

的分配將與參數θ 無

關，因此選取
2

x
S

作為給定的輔助統計量。同樣的，先求出 x在給定輔助統計量
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2

x
S

的條件分配
2

( | )xf x
S

，並令
2

x A
S

= 方便我們討論，詳細過程如下： 

 

Step 1：求出 x 與 2S 的聯合分配： 

由一般的數理統計教科書中，我們知道 x 與 獨立，且2S x 的邊際分配

(marginal distribution)為
2

( , )N
n
θθ ， 的邊際分配為2S 2

1 1( ,
2 2

n n )
θ

− −
Γ  

  因為 x與 互相獨立，進而可求得2S x與 2S 的聯合分配 2( , )f x S 為 

       

2
212

2 2
2

( 1)2( )
2 2

222

2

12 ( )
2( , ) 1( )

2

n n Snx

n

n S e
f x S e n

n

θ
θθ

θ
θπ

− −−− −−
⋅

−⋅
⋅

−
Γ

1
=

2
  (4.6) 

Step 2: x與
2

x
S

的聯合分配：  

   將 Step1 中 4.6 式的結果利用變數變換，可得 x與
2

x A
S

= 的聯合分配。 

2 2

2

( ) ( 1)( )11
22

22 2

1 1 1( , ) 2 ( )1 2( )2 2

xn x nnn A

n

x n xf x A en AS
n

θ

θ

θθπ

− + −−− −−
= = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

−
Γ

 

Step 3：
2

| xx
S

的條件分配： 

   
2

( , )xf x
S

A= 在給定
2

x A
S

= 之下，可將 A 視為一常數，因此可得 

2 2
2 2

2

1( ) 2

1 2
2

1( | ) ( )

nx n n x
A A

n
n

xf x A c x e
S

nθ θ

θ

θ

+ − − +
−

−= = ⋅ ⋅              (4.7) 

       其中c為使
2

( | ) 1xf x A d x
S

∞

−∞

= =∫ 的值。 
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 比較 4.5 式 1 2( | , ,... )nf x y y y 的分配與 4.7 式
2

( | )xf x
S

A= 的分配，可以發

現，這兩個條件分配，雖然給定不同的輔助統計量作為條件，但推導出來的條件

分配 1 2( | , ,... )nf x y y y 與
2

( | )xf x
S

卻是一樣的。 

這樣的結果，是否為偶然，或者必然？我們利用下面敘述來釐清此觀點。 

若 ( , 為最小充分統計量，( ,)W Z )Z V 為一個最大輔助統計量，在此例中，( ,

即為

, )W Z V

2
1 2 2( , , ( , ,..., ))nx S y y y − ，則 ( , , )f w z v 可利用不同方式寫出， 

( , , | ) ( | , , ) ( , )f w z v f w z v f z vθ θ=                        (4.8) 

( , , | ) ( , | ) ( | , ) ( | , ) ( ) ( | , )f w z v f w z f v w z f w z f z f v w zθ θ θ= =        (4.9) 

可以發現，事實上 4.8 式中的 ( | , , )f w z v θ 與 4.9 式中的 ( | , )f w z θ 不見得會相

同，若分配具有完備性，則根據 Basu 定理可得知，完備且最小充分統計量W , Z

與輔助統計量 Z,V 獨立，所以應該沒有 Z 分量，也因此， ( | , , )f w z v θ 與 ( | , )f w z θ

才一定會相同。 

然而在此例中，分配並無具備完備性，因此， 1 2( | , ) ( | , ,... )nf w z v f x y y y= 與

2
( | , ) ( | )xf w z f x

S
θ = 推導出的結果相同，其實並無絕對。有鑑於此，我們試著

找出會讓結果不相同的分配與輔助統計量，不過很可惜的目前並未找出。  

4.2.2 給定輔助統計量之下的費雪訊息 

延續 4.1 小節，比較隨機變數 2( , )x S 在沒有給定任何輔助統計量與給定輔

助統計量下
2

x
S

的費雪訊息。 

(i) 2( , )x S 的費雪訊息： 

2( , )x S 在沒有給定條件下的費雪訊息計算過程如下： 
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2
212

2 2
2

( 1)2( )
2 2

222

2

12 ( )
2( , ) 1( )

2

n n Snx

n

n S e
L f x S e n

n

θ
θθ

θ
θπ

− −−− −−
⋅

−⋅
= ⋅

−
Γ

1
=

2
   (4.10) 

將概似函數 (likelihood function) L 取對數後，對參數θ微分兩次可得 

2
2 2

2 3 4 4

ln ( ) 4( ) 3( ) 3( 1)L x n x n nθ θ θ
θ θ θ θ

∂ − − −
= − − −

∂

2S                (4.11) 

接著將 4.11 式取期望值並給負號可得 ( )I θ  

2
2 2

3 4 4

4( ) 3( ) 3( 1)( ) ( )x n x n n SI E θ θθ
θ θ θ
− − −

= − − − −  

2

2

3 4 4

1/ 23 3( 1)4( ) 1/ 2
nn nn n n

θ
θ θ θ
θ θ θ

−
⋅ − ⋅− −= + +  

2

3n
θ

=                                   (4.12) 

(ii) 在給定輔助統計量
2

xA
S

= 下的費雪訊息： 

Step1： ( , )f x A 的聯合分配， 

 

2 211( 1) ( )2 2212

2 2

12( ) ( )1 1 1 2( , ) 11 ( )2 2

x n xn
n A

n

n x e
Af x A e xnA

n

θ θ

θ
θ

π

−−− −−− −

= − ⋅ ⋅
−

Γ
  (4.13) 

Step2： ( ) ( , )f A f x A d
∞

−∞

= ∫ x ，且積分中利用變數變換可將 4.13 式 ( , )f x A 變數變

換為 ( , )f t A ，即 ( ) ( , )f A f t A
−∞

= ∫ dt
∞

 

2

2

( 1)
11 12 ( )22 2

2

1 1 1 1( ) ( , ) 2 ( ) ( )  121 ( )2 2

t
n n

nn An t t

f A f t A dt e e tnA A
n

π

−
−

− −
−−−

= = − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
−

Γ
∫ ∫ dt⋅  

(4.14) 
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  4.14 式中積分部分的結果為 A的函數，令作 ( )H A ，經過冗長的計算，我們

得到 

2
1 2

1[ ]2 2 2
0

1( ) ( )1 1 2( ) ( ) 2 ( 1)!
!( 1 2 )!

n j n jn
nk

n
j

n
k kH w e n

A k j n j
π

− −−
−−−
=

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ −
− −∑  

其中 2 2

1nk n
A A

= + −  

Step3：根據定義
( , )( | )
( )

f x Af x A
f A

= 推導出 ( | )f x A 的分配為 

2

2

( 1)

1 12 (2 2( , ) 1 1( | ) ( ) ( )
( ) ( )

x

n x
nn Af x A x xf x A e e

)

f A A

θ

θ

θ θ θ

−
−

−
−−= = ⋅ ⋅ ⋅

H A
 

Step4：將概似函數 ( | )L f x A= 取對數，再對參數θ微分兩次可得 

2
2 2

2 2

ln ( ) 1 1[2 ( ) 2 ( 1)( ) 2 3( 1)( ) ( ) ]L x x xn n n n
A

θ 2x
θ θ θ θ θ θ

∂
= − − − + − − −

∂
 

Step5：將步驟 4 微分後的式子取期望值並給負號，可得 ( | )I wθ  

2 2
2

1 1( | ) ( [2 ( ) 2 ( 1)( ) 2 3( 1)( ) ( ) ])x x x xI w E n n n n
A

θ
θ θ θ θ θ

= − − − − + − − − 2  

2 2
2

1 1[2 ( ) 2 ( ( ) 1) ( ) 2 3( 1)( ) ( ) ]2x x x xnE n E E n n E
Aθ θ θ θ

= − − − − + − − −
θ

 

(4.15) 

Step6：分別計算出 ( )xE
θ

與 2( )xE
θ

 

2

2

( 1)

1 12 ( )2 21 1( ) ( | ) ( ) ( )
( )

x

n x
nn Ax x x x xE f x A d x e e d x

A H

θ

θ

θ θ θ θ θ θ

−
−

−
−−= ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅∫ ∫ A

 

積分中利用變數變換可將式子整理為 
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2

[ ]
2
0

1 2
1[ ]

2
0

1( ) ( )
2
!( 2 )!( ) 1( ) ( )

2
!( 1 2 )!

i n i
n

i

j n
n

j

n
k k

x i n iE n n
k k

j n j

θ

−

=

− −
−

=

−= ⋅

− −

∑

∑
j

 

同樣方法與步驟可算出 

1 2
1[ ]

2
0

2

1 2
1[ ]

2
0

1( ) ( )
2
!( 1 2 )!( ) ( 1) 1( ) ( )

2
!( 1 2 )!

i n i
n

i

j n
n

j

n
k k

x i n iE n n n
k k

j n j

θ

+ −
+

=

− −
−

=

+ −= + ⋅

− −

∑

∑
j

 

Step7：利用 4.15 式中的 ( | )I Aθ 與 Step6 所算出的 ( )xE
θ

與 2( )xE
θ

的結果，並令

1θ = ， 與 10，畫出5n = A與 ( | )I Aθ 的關係圖。 

 
圖 4.1 5n = 時 A與 ( | )I Aθ 關係圖 
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圖 4.2 10n = 時 A與 ( | )I Aθ 關係圖 

 在觀察上面兩張圖之前，先用下面敘述瞭解 ( )I θ 與 ( | )I Aθ 的關係。 

x與 2S 的聯合分配 2 2( , ) ( , ) ( , )f x S f x A J x Sθ θ= ⋅  

概似函數 2log ( , ) log ( , )f x A J x Sθ= +  

對參數θ微分兩次並給負號  

2 2

2 2 [log ( , )]f x Aθθ θ
∂ ∂

− = −
∂ ∂

,x AExp
⎯⎯⎯⎯→

取
( )I θ 亦即平均準確度 

 { }
2

2 log[ ( | ) ( )]f x A f Aθθ
∂

= − ⋅
∂

 

2

2 [log ( | )]f x Aθθ
∂

= −
∂

 |x AExp
⎯⎯⎯⎯→

取
( | )I Aθ 亦即條件準確度 

由上面式子可以發現，若將 ( | )I Aθ 針對 A再取一次期望值即可得到 ( )I θ 。

換言之，平均準確度 ( )I θ 可視為條件準確度 ( | )I Aθ 的平均。觀察圖 4.1，當 1θ = ，

時，5n = A 的平均約等於 1，所對應的 ( | 1) 14.37I Aθ = = ，接近 4.12 式中的

2

3 15( ) 15
1

nI θ
θ

= = = 。而當 1θ = ， 10n = ，樣本數較大時， ( | 1) 29.4I Aθ = = 與

2

3 30( ) 30
1

nI θ
θ

= = = 已非常接近，與結果相符合。 
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4.2.3 
. .i i d

~ ( ,1)X N θ 比較兩種不同角度的統計推論 

接著再看一個例子，已知
. .

~ ( ,1)
i i d

iX N θ ， 1, 2...5i = ， x 為最小充分統計量，

且 x的分配為 ( ,1)N θ ，現取得一組輔助量 為( )U x 1 5x x− ， 2 5x x− ， 3 5x x− ， 4 5x x−

希冀比較在不給定任何條件的 x與給定輔助統計量 下的統計推估(即先經過

充分統計量找的輔助統計量與從原始資料直接找的輔助統計量之比較)。 

( )U x

 先將 ( | ( ))f x U x 推導出，詳細過程如下： 

Step 1： 

令 1 1 5 2 2 5 3 3 5 4 4 5 5, , , ,u x x u x x u x x u x x u x= − = − = − = − =  

先計算出

2
5

1 2 3 4

( )
12 ( , , , )5

1 2 3 4 5 5
1( , , , , )
2

u

g u u u uf u u u u u e e

θ

π

−
−

⋅
= ⋅  

Step 2：利用 1 2 3 4 1 2 3 4 5 5( , , , ) ( , , , , )f u u u u f u u u u u du= ∫ 計算出 1 2 3 4( , , , )f u u u u  

1 2 3 4( , , , )
1 2 3 4 1 2 3 4 5 5 4

1 1( , , , ) ( , , , , )
52

g u u u uf u u u u f u u u u u du e
π

= =∫ ⋅  

根據定義 1 2 3 4 5
5 1 2 3 4

1 2 3 4

( , , , , )( | , , , )
( , , , )

f u u u u uf u u u u u
f u u u u

= 得到 

2
5( )

121 2 3 4 5 5
5 1 2 3 4

1 2 3 4

( , , , , ) 1 1( | , , , ) ~ ( , )
( , , , ) 512

5

u

f u u u u uf u u u u u e N
f u u u u

θ

θ
π

−
−

⋅
= =  

(4.17) 

  

由 4.17 式發現，x在給定 條件下的分配，與( )U x x的分配是一樣的。由於 x

為θ之最小充分統計量且具完備性，現給定的 1 5x x− ， 2 5x x− ， 3 5x x− ， 4 5x x− 為

輔助統計量，由 Basu 定理可得知， x與 獨立。故是否給定輔助統計量的條( )U x
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件，對結果是沒有影響的。而計算費雪訊息時，我們可以用充分統計量 x來計算

( )I θ ，今給定 後所得到的費雪訊息，( )U x ( | )I Uθ ，將等於 ( )I θ ，因此由之前的

Suffciency Principle 與現在的 Conditional Principle 推估結果，兩者結果一致。 

4.2.4 . .i i d

, ~ (0,0,1,1, )x y BN ρ 比較兩種不同角度的統計推論 

(Fraser 2004)提出了一個二元常態分配的例子，
. .

, ~ (0,0,1,1, )
i i d

x y BN ρ ，利用

此例，也希冀可以比較「由原始資料直接找出的輔助統計量」與「經由最小充分

統計量尋找的輔助統計量」這兩種不同的角度所得到的推論。然而不幸的，研究

至此，並無順利找到「經由分配的最小充分統計量尋找的輔助統計量」，雖無法

比較，我們仍將我們現有的結果呈現出來。 

若 , ~ (0,0,1,1, )x y BN ρ 經由原始資料可直接找出一組輔助統計量 為( )U x

1... nx x ， 

探討充分統計量 2,i i ix y y∑ ∑ 在給定輔助統計量 下的推論。 ( )U x

 先推導出 2
1 2( , | , ,... )i i i nf x y y x x x∑ ∑ 的條件分配，詳細過程如下： 

Step 1： 

 令 2| ~ (0,1 )i i iz y x x Nρ ρ= − −  

 利用 與iz iy 為一對一對應，可先導出

的聯合分配進而推出

的分配。 

2 2, ( )i i i i i i i iz z x y x x x y xρ= − = −∑ ∑ ∑ ∑ ∑ iρ

nx2
1, | ...i i iy x y x∑ ∑

經過冗長的計算，令
2

1

i i

n

i
i

A x y

B y
=

⎧ =
⎪
⎨

=⎪
⎩

∑

∑
 

可推導出 
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2 2

2

22 3
2 2 2 2(1 )2

2

22

( 2 ( ) )
1 ( , ) 1( ) 2 1

2

iB A xn
i

i

i

nn
i

A x
B A x e

x
f A B n x

ρ ρ

ρρ
ρ ρ

π ρ

− +− −
−
∑−

− + −

= ⋅
−

Γ ⋅ ⋅ ⋅ −

∑∑
∑

∑
 

在給定 1... nx x 的情況下，將 1... nx x 視為常數，可得 

2 2

2

232
2(1 )2

2

1 2
2

( )
( , | , ,... )

1

iB A xn

i
n n

AB e
x

f A B x x x c

ρ ρ

ρ

ρ

− +− −
−
∑

−
= ⋅

−

∑
 

其中c為使 1 2( , | , ,..., ) 1nf A B x x x
∞

−∞

=∫ 的值。 

最後，也算出在沒給定條件下的費雪訊息做為參考。 

2 2
22

1 1( , ) exp[ ( 2 )]
2(1 )2 1

f x y x xy yρ
ρπ ρ

= − −
−−

+  

2 2

2
2

21 1( , ) exp[ ]
(2 ) 2(1 )1

i i i
nn

ix x y y
L f x y

ρ
π ρρ

− +
= = × −

−−

∑ ∑ ∑∏    (4.18) 

將 4.18 式的概氏函數取對數並對參數 ρ 微分兩次可得 
2 2 3 22 2

2 2 2 2 3 2 3 2 3

(1 3 ) 6 2 (1 3 )
(1 ) (1 ) (1 ) (1 )

i i i i i ix x y x y yL n n 2ρ ρ ρρ
ρ ρ ρ ρ ρ

+ +∂ +
= − + −

∂ − − − −
∑ ∑ ∑ ∑ ρ+

   

(4.19) 

將 4.19 式取期望值並給負號可得
2

2 2

(1 )( )
(1 )
nI ρθ

ρ
+

=
−

 

 

日後的研究希冀可以得到更深入的推估。 
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第五章 結論與未來展望 

統計推論在給定條件下後有可能會出現與原來不同的結果，而給定不同的條

件，也會影響結果。究竟在何種情況下該給定條件？又該給定何種條件？由前面

四章可做出以下的結論。 

1. 如果分配中可以找出輔助統計量，在進行分析前，必須先給定輔助統計量此

條件再進行分析，才可得出較適合的結果。 

我們以下面兩個角度說明此觀點： 

(i) 費雪訊息：M.Ghosh,N.Reid and D.A.S. Fraser(2005)曾指出較適合的費雪訊

息（Fisher information）應為給定輔助統計量下的 ( | )TI Uθ 而非 ( )TI θ ，在

第 4.1 小節中，我們利用投擲銅板的例子說明了此觀點，因此從費雪訊息

此角度探討可以知道，在給定輔助統計量下之分析是較適合的。 

(ii) 分配在給定不同的條件下會有不同的結構：如投擲一枚公正的銅板，若出

現正面則進行一個 ( ,1)N θ 的常態試驗，出現反面則進行一個

1 1( , )+ 的均勻試驗，在給定此兩種條件下的分配結構不同，則應

進行不同的條件分析，若以整個樣本空間進行分析是很不恰當的。 

2 2
U θ θ−

2. 「由原始資料直接找出的輔助統計量」與「經由最小充分統計量尋找的輔助

統計量」這兩種不同的角度，何者較適合？是否得到推估會一樣？ 

若 ( , 為最小充分統計量，)W Z ( , )Z V 為一個最大輔助統計量，則 ( , , )f w z v 可

利用不同方式表示， 

( , , | ) ( | , , ) ( , )f w z v f w z v f z vθ θ=                         

( , , | ) ( , | ) ( | , ) ( | , ) ( ) ( | , )f w z v f w z f v w z f w z f z f v w zθ θ θ= =       

在給定「經由原始資料直接找出的輔助統計量」， ( | , , )f w z v θ ，與給定「經

由最小充分統計量尋找的輔助統計量」， ( | , )f w z θ ，理論上不見得相同，除非當

分配本身具有完備性，如例子 4.2.3，當分配本身具有完備性，由 Basu 定理可知，
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充分統計量與輔助統計量獨立，因此推估的結果才可得到一致，其餘則不然。然

而我們目前所找出分配不具有完備性的例子顯示推估結果皆為相同。 

由於給定這兩種不同角度尋找出的輔助統計量後的條件推估，目前並無足夠

的理論可以證明此兩種推估應相同，日後的研究可試著尋找出可以得到不同結果

的分配抑或輔助統計量，或者利用足夠的理論證明這兩者的條件推估一定會相

同。 

3. 若找不到輔助統計量，可考慮以接近輔助統計量的統計量作為給定條件。 

在 4.2.4 二元常態的例子中，並未找到經由充分統計量找出的輔助統計量進

行分析，相當可惜，也因此發現統計學上尚有許多無法經由充分統計量找出輔助

統計量的分配。針對這點的解決方法可以考慮以接近輔助統計量的統計量

(asymptotically ancillary)作為給定條件(統計學上有許多學者做 asymptotically 

ancillary 此方面的研究，如 M.Ghosh,N.Reid and D.A.S.Fraser(2005)、 

Gauri Sankardatta, Malayghosh, et al(2002))。由於 ( , | ) ( ) ( | )f X Y f Y f X Yθ θθ = ，則

( ) ( ) ( | )Y XI I I Yθ θ θ= + ，若在樣本數大，且 ( )f Yθ 的費雪訊息 ( )YI θ 相對於 ( | )f X Yθ

的費雪訊息 ( |X )I Yθ 小很多時，表示 ( )f Yθ 所提供關於參數的訊息相對很小，故

可將 ( )f Yθ 作為 asymptotically ancillary，以 ( | )f X Yθ 進行分析。 

 

希冀由本研究結論及所提供之未來研究方向能幫助日後學者在於條件推估

領域中，獲得更完整之分析結果。 
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