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中文摘要 : 

 
自不同的起始及邊界條件在解出 Laplace domain 下的薄膜擴散傳輸方程式，求出各條件下的擴散流

速與傳輸矩陣元素的關係。例如，上游(x = 0)是反射面，下游(x = h)是吸收面，起始點在 x = 0 有

一單位濃度擴散質，在 x = h 的擴散流為 =)s(Ĵ d )s(T1 11 ，然後將 作泰勒級數展開，發現

展開係數恰為 的各階矩(moment)。而另一方面各階距又可以用相同邊界條件的定常擴散方程

式本微值表示出來。最後將 以本徵值表示係數的泰勒展開式代入

)s(Ĵ d

)(tJ d

)s(Ĵ d =)s(Ĵ d )s(T1 11 即可求

(s)的泰勒展開式，其中係數以上述本徵值表示。同樣操作，可陸續求 (s), (s)的泰勒級數展

開式。最後利用恆等式 det[T(s)] = (s) (s) - (s) (s) = 1，也可以將 (s)的泰勒展開式其展

開係數以各式本微值表示。此結果有很多應用，譬如延滯時間的互易性即是一列。 

11T 12T 22T

11T 22T 12T 21T 21T

 
關鍵詞: 本徵值、薄膜擴散、傳輸矩陣、格林函數。 
 

Abstract : 

With the help of the solution of the downstream flux, , from the membrance transport equation in the 

Laplace domain at appropriate initial and boundary conditions, the relation between flux and the element 
of the transmission Matrix, , are found.  The flux then is to be expended as a Taylor’s series of s 
with the expansion coefficients expressed by the time moments of the flux.  The latter in turn can be 
expressed by the eigenvalues of the steady-state diffusion equation with the same boundary conditions.  

Thus, with the relationship of  and the element of , one can further express this matrix 

element as a Taylor’s series of s with expansion coefficients expressed by the function of the 
corresponding eigenvalues.  Taylor’s expansion of in terns of eigen values can all 
be obtained in this manner.  The remaining can be obtained from the identity det [T(s)] = 

(s) (s) - (s) (s) = 1.  Once the eigenvalue expression of the elements of the transmission 
matrix has been established, applications to membrance transports are facilitated. 
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前言，研究目的及文獻探討 

薄膜擴散有多方面的應用，如藥物貼片(1)，分離過程(2,3)，汙染防護(4)，近年來也應用於薄膜

反應器(5,6)及生体感應器(5)，其重要性自不待言。由於有如此的廣泛用途，科學家投入了大量

工作探討擴散質在薄膜內的擴散的理論，工程師也利用前者所得到的結果提出更新穎設計以

供應用。但一般的理論探討著重於滲透係數（permeability），而後又有延滯時間（time lag）

的加入，後者大致上是代表起始條件薄膜無擴散時需要多少時間方能達到穩態（steady-state）

的量度。後來當起始條件改變為擴散值呈飽和狀態則另有提前時間（lead time）這個參數。以

往數學處理是解擴散方程式。但除了幾個極簡單的例子外，一般要得到完整解是很困難的。

後Segel(7)提出援用電路學input-curcuit-output的概念，用傳輸矩陣處理薄膜擴散。我們也利用 

Segal的概念，提出了延滯時間，平均首度通過時間的數值計算法(8)，並且提出在各邊界起始

條件下的傳輸矩陣方程(9,10)。 

G. H. Weiss的一篇文章(11)提出了平均首度通過時間(mean first passage time) 可以用定常擴

散方程式 (steady-state diffusion equation) 的本徵值（eigenvalue）表示。 這啟發我們猜測其他

的擴散參數，如延滯時間 (time lag)，提前時間 (time lead) 等是否也可以用eigenvalue來表示。 

我們曾經利用單步距冉規走動 (one-step random walk) 模擬薄膜擴散將各位置擴散質的濃度

隨時間的改變化為聯立一階微分方程式，以矩陣的數學方法處理，得到延滯時間( tL)可以用遷

移矩陣  (transition matrix) A的反矩陣A-1的 trace或兩端邊界值皆為 0 的定常擴散方程

eigenvalue iλ 的倒數和表示，即 tracetL = ∑=−

i i

A
λ
1)( 1 (12)。這個結果大大地鼓舞了我們對此猜

測的信心，而擴此類研究工作的範圍。以傳輸方程式(8-10)
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中的傳輸矩陣  (transmission matrix) 的矩陣元素皆以各式  (即各種不同的邊界條件) 的

eigenvalues 表示。一旦此任務成功，則其他的擴散參數，經由這傳輸矩陣可以一一的用各式

的 eigenvalues 表示。 
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研究方法 

設薄膜自x = 0 延展到x = h，對於一粒子位於x0位置 (0 < x0 < h)，其初始狀濃度為Dirac delta-function 

的傳輸表示式可寫成(8) 
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)(),( sJsa uu

∧∧

分別為上游端的活性(activity)與通量(flux)，下游端的對應量以 表示。 T(s)

為 0 到h 2x2 傳輸矩陣，T

)(),( sJsa dd

∧∧

*(s)為x0→h之 2x2 之傳輸矩陣。就下列四種情形，求取矩陣各元素的

Eignevalue表示式 

(A) 若粒子初始位於反射面(reflecting face)， 0=x ，而 hx = 為吸收面(absorbing face)，在此起始條

件下， 。代入 ， 由(1)式並利用 (s) (s) - (s) (s) = 1 T(s)(s)T * = 0(s)ad

^

= 0(s)J u

^

= 11T 22T 12T 21T
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11 sT
sJ d =
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                                                               (2) 

將 與 在)(sJ d

∧

)(11 sT 0=s 附近作泰勒級數(Taylor series)展開，得 
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(4)式中的 (n = 0 , 1 , 2 ,..)為對應上述邊界及起始條件的首度通過時間(first passage time )的n階矩 

(n-th moment)， 

d
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d
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d

nd
n ds

sJddttJt )(lim)1()(
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∧

→

∞

−== ∫µ                                               (5) 

將(4)式代入(2)式，然後經由運算將 T(s)表示為多項式的函數型態，並與(3)式作比較得 
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100 == dµα                                                                   (6) 

d
11 µα =                                                                      (7) 

[ dd
2 )( 222

2
1 µµα −= ]                                                          (8) 

式(6)-(8)為T11(s)的泰勒級數展開係數以Jd(t)的各階矩表示之。根據Weiss的推導(11)，知 可以用上

述邊界條件下定常擴散方程式的格林函數 表示，且由Appendix (A) 知 ，於是 

d
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此處我們已應用公式 ∑=
n n

xxxxG
λ
ϕϕ )()(),( 0

*

0 ，其中 )(xϕ 及 為 normalized eigenfunction of the 

steady-state diffusion equation 及其 conjugate，因此

)(* xϕ

1dx)x(dx)x( * =∫ ϕϕ 。同法，我們可得 
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由 (7)、(9)式可得 
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由(8)、(9)、(10) 
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因此由式 (6)、 (11)、 (12)可知 可以用⋅⋅⋅+++= 2
21011 )( sssT ααα 0=x 為反射， 為吸收的邊

界條件的穩定擴散方程式的 eigenvalues 或格林函數 表示。 

hx =

n

~
λ

~
G

(B) 若粒子初始位於 x = h 的反射其濃度為 Dirac delta function 型，另一端 x = 0 為吸收，代

， 及 det[T(s)]=1 由 (1) 式可得 0(s)J d

^

= 0(s)au

^

=
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)(
1)(

22 sT
sJ u −=

∧

                                                            (13) 

類似於 (3)-(12) 的操作，讓我們得到 以相同邊界條件的格林函數 ，或

eigenvalue 表示，而其中

⋅⋅⋅+++= 2
21022 )( sssT δδδ

∧

G

n

∧

λ 210 ,, δδδ 分別為 

10 =δ                                                                        (14) 
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 (C) 假設初始薄膜沒有濃度， 及0=x hx = 分別保持 0ρ 及 0 之濃度 

其矩陣傳輸表示式可寫成(8) 
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由(17)式，代入 ，0(s)ad

^

= ==
u
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^

K
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constant，可得 
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將T12(s) 在 附近作Taylor series展開 0=s
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又由time lag之first及second moments之表示式，及對time lag研究的成果(8,12)

知 
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根據我們先前所推導(12) 

∑∫ ==
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h
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其中 G(x,y)為兩邊 boundary 為 0),(),0( == yhGyG 的格林函數， 

由 (20)-(24) 式可得 
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由此式子 (20)、(25)、(26)知T12(s)可用兩端皆為 0 的邊界條件之穩定擴散方程式的格林函數

eigenvalues nλ 表示。 

 

(D) 根據 (8)),()()()(1))(det( 21122211 sTsTsTsTsT −== 將上面(A)、(B)、(C)所得的T (s),T (s),T (s)的

本徵值函數為係數的泰勒級數代入，即得 ，其中 
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因此 也可用 來表示。 )(21 sT nnn
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結果與討論 

現在我們整理(A), (B), (C)及(D)所得的結果 
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其中 為兩端皆為吸收邊界條件的 steady-state diffusion equation的 eigenvalue 為 x = 0為反射 x = 

h 為吸收時相同方程式的 eigenvalue 為 x = 0 吸收，x = h 為反射時相同方程式的本徵值。 

nλ n
~
λ

n
~
λ

我們可以利用這個結果處理很多擴散問題。例如:在起始條件為薄膜中無擴散質，在x = 0 的一端

 x = h一端為 的time lag 與x = 0 為0)t,0( ρ=ρ 0)t,h( =ρ 0)t,0( =ρ , x = h為 的time lag相
等。此稱為延滯時間(time lag)的互易關係(reciprocal relation)。

0)t,h( ρ=ρ
(13,14)其證明如下 

由(1)式，在第一組邊界條件下得 

     
s
1

KT
1)s(â

T
1)s(Ĵ

u

0

12
u

12
d

ρ
−=−=  

在第二組的邊界條件則得 

     
s
1

KT
1)s(Ĵ

u

0

12
u

ρ
=  

因在 Laplace domain 與 除了符號(方向)以外，其表示法皆有同。所以 permeability, 各階 

moments of fluxes。其 eigenvalue 的表示法亦同，因此其互易關係成立。 

)s(Ĵd )s(Ĵ u
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  除了本計劃所顯示的傳輸矩陣元素可以用 eigenvalue, Green’s function 來表示。另外我們以前

的研究也表明這些元素可用擴散參數及擴散係數 D(x),配分係數,K(x),的重積分表示出來。如此一

來，我們對薄膜擴散的研究將更豐富而多元。 

 

Appendix (A) 

0=x 為反射端， 為吸收端的邊界條件，steady state diffusion equation 之 Green’s function 滿足 hx =

.0),(,),()(),()()( 00
0

00 =
∂

∂
−−=

∂
∂

∂
∂

= xhG
x

xxGwithxxxxG
x

xKxD
x xδ  

),( 0xxG 解為 2
0

1 '1 Cdx
DK

C
x

+∫ 而 

分別滿足 之 boundary condition 之解為hxx == ,0 ,1

0
1 dx

DK
y

h

∫= ,1
2 dx

DK
y

h

x
∫=  

而 Wroskian 行列式，W，值為 

  

dx
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dx
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DKW
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