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一、中文摘要

本研究主要探討如何監控多變量製程變異增加的問題。我們利用多變量單邊
檢 定 建 構 偵 測 製 程 變 異 增 加 的 控 制 圖 。 考 慮

00100     :.: Σ≠ΣΣ≥ΣΣ=Σ 且HvsH ，其中Σ為所監控品質特性的共變異矩陣
及 0Σ 為在控制狀態下的製程變異，並且分 0Σ 已知或未知兩種情形來討論。我們
導出二者之概似比檢定統計量，並用靴環法得出管制界限。針對此控制圖之績效
問題，我們經統計模擬對幾種Σ 的變化比較平均連串長度，並以一個實例和模擬
例子，證實所提出的單邊檢定方法對多變量製程變異增加的問題在偵測能力上有
相當不錯的效率，且與允許多變量製程變異性可增加或減少之雙邊檢定方法作比
較，也有較佳的偵測效率。

關鍵詞：多變量控制圖、製程變異、單邊概似比檢定、靴環法、平均連串長度

Abstract

In this work, a control chart for detecting increases in multivariate process 
variation is proposed. The control chart is constructed based on the one-sided 
likelihood ratio test (LRT) for testing ∑:0H = 0∑  versus ∑:1H ≥ 0∑  and 
∑ ≠ 0∑ , where ∑  is the covariance matrix of the quality characteristic vector of 
interest and 0∑  is the in-control process covariance matrix. For each case of 0∑
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known and unknown, we derive the LRT statistic and then obtain the control limit of 
the LRT-based control chart by the Monte Carlo method. A comparative simulation 
study further shows that the proposed control chart outperforms the control chart 
based on the two-sided LRT in terms of the average run length. The applicability and 
effectiveness of the proposed control chart are demonstrated through a real example
and two simulated examples.

Keywords: Multivariate control chart、Process variation、One-sided likelihood ratio 
test、bootstrap、Average run length

二、緣由與目的

統計製程管制(Statistical Process Control, 簡稱 SPC)乃是一些使製程穩定和
經由降低變異性以改善製程能力的統計工具。管制圖(control charts)是統計製程
管制的其中一種工具，可以用來偵測製程的改變，它是最廣泛被使用的 SPC 工
具。

在許多實際狀況下，製程可能需要監控的品質特性有兩個或兩個以上，此
時需考慮利用多變量 SPC 的方法來管制此一多變量製程。考慮有 p 個相關的品
質特性之多變量製程，從線上作業中隨機抽取一組合理子群(rational subgroups)

的樣本，假設此樣本的每一觀察值均為多變量常態分配 ),( ΣµpN ，其中平均值

向量μ和共變異矩陣Σ是未知的。
在以往大部分的多變量品質管制研究中，多是致力於製程平均數向量μ的控

制，很少把焦點放在監控共變異矩陣Σ，這是由於Σ所牽涉到的分布理論很複雜
及監控Σ的重要性較不受到重視，但近年來已有較多的研究在監控多變量製程變
異上。

Alt (1985)提供一個監控多變量製程變異的方法，重點放在

0100 :.: Σ≠ΣΣ=Σ HvsH
的雙邊檢定，其中Σ為所監控品質特性的共變異矩陣及 0Σ 為在控制狀態下已知
的製程變異。Alt and Bedewi (1986)提出兩個監控Σ之管制圖，一種管制圖是以
概似比準則為基礎，利用概似比檢定統計量；另一種管制圖是利用樣本的廣義變
異數來當成多變量製程變異性的測度，即是使用樣本共變異矩陣 S 的行列式

S ，稱之為 S 管制圖。

Tang and Barnett (1996a,1996b)在考慮合理子群及管制值 0Σ 是已知或未知兩
種情形下，提出對多變量製程變異的監控方法。在雙邊檢定中，對 0Σ 為已知或
未知兩種情形分別提出各自的檢定統計量，並且以模擬方法去比較他們所提方法
的檢定力比現存的其他方法好。
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Yeh, Huwang, and Wu (2002)引進一新的管制圖— 指數加權移動概似比管制
圖(Exponentially Weighted Moving Likelihood Ratio Control Chart)來偵測多變量製
程變異性的變化。此法乃是利用檢定兩個獨立母體的共變異矩陣是否相等的概似
比檢定統計量，取自然對數後所建構的指數加權移動平均管制圖。文中經由實際
例子和統計模擬證實所提出的管制圖對多變量製程變異性的變化有相當不錯的
偵測效率。

上述文獻均是利用雙邊檢定來偵測多變量製程變異性的變化，Σ的增加或減
少均是偵測的對象；然而在大部分的製程中，我們比較擔心的是Σ的增加而不是
減少。在此情形下共變異矩陣的單邊檢定對監控製程失控(out of control)狀態應
該會比雙邊檢定來得敏感。所以本研究將探討如何來監控多變量製程之變異是否
在統計管制(in statistical control)狀態的問題，但我們的焦點是放在製程的變異是
否有增加。

考慮單邊檢定

00100     :.: Σ≠ΣΣ≥ΣΣ=Σ 且HvsH ，               (2.1)
其中 0Σ≥Σ 代表 0Σ−Σ 為半正定矩陣。以下是有關共變異矩陣Σ 的單邊檢定的文
獻。

Calvin (1994)討論 0Σ 已知的情形。他將單邊檢定

00100   ?  :.: Σ≠ΣΣ≥ΣΣ=Σ HvSH
分成兩個步驟的檢定：
(1) 0100 :.: Σ≥ΣΣ=Σ HvsH
(2) 0201 :.: Σ≠ΣΣ≥Σ HvsH
此結果與(2.1)之單邊檢定是同義的。但對這種兩步驟的方法，我們必須做兩個管
制圖來監控；若第一步的管制圖及第二步的管制圖全部在控制外，我們才說製程
變異增加，所以 Calvin 的方法在製程監控上比只做一個管制圖來得複雜，因此
我們不考慮使用此法。

Sakata (1987)中有討論管制值 0Σ 未知的情形，文中對兩個多維常態母體導出
檢定(2.1)之概似比檢定統計量且在兩個母體樣本數相等的情況下，導出檢定統計
量的近似分布，但檢定統計量的分布與近似分布很複雜，所以在管制值 0Σ 為未
知時我們亦不考慮此方法。

另外，要提出四篇文獻是與我們要檢定(2.1)所得到的概似比檢定統計量結果
很相似，主要差別在於他們所用的模型與我們不相同。Anderson, Anderson, and 
Olkin (1986)中，是針對有隨機效應的多變量單因子模型且在有重覆(replication)
的平衡(balanced)情形中，當效應及誤差為多變量常態分布且效應的共變異矩陣

Θ為半正定及Θ具有最大秩( rank )的條件下，找Θ的最大概似估計量 Θ̂ ，假設

krank =Θ)( ，其假設檢定為

10100 :.: kkkHvskkH ≤<≤ ，                 (2.2)
其中 10 ,kk 為給定的數。Anderson, Anderson, and Olkin (1986)給(2.2)的概似比檢定
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統計量λ 及 Θ̂。Anderson (1989) 針對 (2.2)導出當 2=p 時 λlog2−=T 的近似分

布Y。若檢定是否有隨機效應，也就是當 00 =k 和 pk =1 時，即是檢定                  

0:0: 10 ≠Θ=Θ HversusH 。                   (2.3)
Anderson (1989)也寫出(2.3)的概似比檢定統計量，與我們所要導出的概似比檢定
統計量表現型態很相似。Amemiya, Anderson, and Lewis (1990)中利用蒙第卡羅模
擬方法對 ,3≥p 找出(2.2)之檢定統計量的近似分布之分位數(quantile)估計值的
表。而在 Kuriki (1993)中則對一般性的 ,p 導出(2.2)之檢定統計量之近似分布，
並且給 2=p 到 14=p 之近似分布分位數的表。

三、結果與討論
  

當製程在管制中，我們考慮製程的平均數向量μ的管制值 0µ 為未知，而共
變異矩陣Σ的管制值為 0Σ 。我們利用概似比檢定做為決策法則，分別導出當管
制值 0Σ 為已知及未知情形時(2.1)的檢定統計量。

假設在控制之下之共變異矩陣為 0Σ 且為已知。我們在時間 t時，從線上作業

中隨機抽取的一組個數為n之合理子群， },,1,{ njXtj L= 為一組取自 p 維常態分

配 ),( ΣµpN 的隨機樣本，其中μ、Σ為未知，我們利用此樣本來檢定製程變異

是否有增加。首先定義：

))((,    
1

11
′−−Σ=Σ=

== ttjttj

n

jttj

n

jt XXXXBX
n

X ， L,2,1=t ，

則 tB 具有自由度為 1−n ，尺度矩陣(scale matrix)為Σ 之 Wishart 分布，我們記為

),1(~ Σ−nWB pt 。亦即 tX 和 nBS tt = 為時間 t線上作業中n個觀察值的樣本平均

數和樣本共變異矩陣。此處 tS 除以 n而不是除以 1−n 的原因是要避免後面證明的
複雜性。為簡單計，假設 tS 為正定矩陣。經過相當複雜的推導，我們導出此檢
定的概似比統計量為
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其中 ≥1d 0>≥ pdL 為 00 =Σ− dSt 的根， *p 為 1>id 的個數。令檢定統計量為

λlog2−=T
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(3.1)
假設 0µ 和 0Σ 為未知。因此我們必須在製程為管制中時，從製程中取得 m組

樣本大小為 n 的訓練樣本(training sample)來估計 0µ 和 0Σ 。假設訓練樣本 ijX ，

i=1,2,… ,m, j=1,2,… ,n，是m組取自常態分配 ),( 00 ΣµpN 的隨機樣本。定義：              
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i 其中 )(0 mnASX =和 為訓練樣本

中 mn 個觀察值的樣本平均數和樣本共變異矩陣。則 A具有 Wishart 分布，

),1(~ 0Σ−mnWA p 。 0S 除以mn的原因與前同。為簡單計，假設 0S 為正定矩陣。

經過相當複雜的推導，我們導出一個新的概似比檢定統計量
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其中 01 >≥≥ pββ L 為 00 =− SSt β 的根，
1

1
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w ， *p 為 1>iβ 的個數。如

前，令檢定統計量
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現利用上述(概似比)檢定統計量來建構單邊檢定管制圖。因為管制統計量 T
是非負的，所以我們只考慮管制上限(upper control limit, UCL)，令管制下限(lower 
control limit, LCL)等於 0。因此若管制統計量 T大於管制界限，即表示製程失控。
至於如何求得管制界限，因為管制統計量 T的分布不好求，我們利用模擬的方法
來求得管制界限。

若製程在穩定狀態下，控制變異的管制界限之產生是跟 np, 及 1
0
−ΣtS 的特徵

值(eigenvalues) ,1d pd,L 有關(或 mnp ,, 及 1
0
−SSt 的特徵值 pββ ,,1 L 有關)，但我們

可以證明，不論多變量製程的共變異矩陣是為何，所產生的管制界限皆會相等，

因此我們可藉由 ),0( pp IN 的多變量常態製程來產生控制變異的管制界限。證明
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如下：

�簡 單 計 ， 假設0,ΣtS 均為正定。令 01 >≥≥ pdd L 為 00 =Σ− dSt 的根。

因為 0Σ 為對稱正定矩陣，所以唯一存在一個對稱正定矩陣 2/1
0Σ 使得
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t IS λ 有相同的根，亦即 iid λ= ， pi L,2,1= ，也

就是 1
0
−ΣtS 的 p 個特徵值與 )(z

tS 的 p 個特徵值是相同的。所以，製程在控制下，

由 1
0
−ΣtS 的特徵值與 )(z

tS 的特徵值分別所產生的 T 分布是相同的，故 T 分布是不

隨多變量製程共變異矩陣不同而有所改變。
    以下我們分別以 0Σ 為已知及未知情形來討論如何求得管制界限。令第一型誤
差機率為α 。

我們利用靴環法來找管制界限，其模擬的步驟如下：
1. 給定 的值α,, np

2. 生成一組大小為 n 的新樣本，且這 n 個觀察值皆服從 ),0( pp IN ，並由

(3.1)計算統計量T 。
3. 重覆步驟 2 共 N 次，然後找出這 N 個T 值的第( α−1 )樣本分位數。
4. 重覆步驟 3 共b 次，然後求此b 個第( α−1 )樣本分位數的平均值。此平

均值即定為在步驟 1 狀況下所模擬估計的管制界限 α,,npCL 。

對 5,4,3,2=p 個品質特性及樣本大小 25,20,15,10,5=n 和 ,05.0=α 0027.0,01.0
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之組合下，各模擬 N =1,000,000 次及b =100 次，算出在不同 α,, np 組合下的管
制界限及管制界限的標準差。從結果可以觀察到：

l 對相同的 p 、α ，當 n 愈大時，管制界限 α,,npCL 愈大，這是因為檢定統計

量 T與 n 成正比。

l 對相同的 n、α ，當 p 愈大時，管制界限 α,,npCL 愈大。

l (1-α )愈大，管制界限的標準差會愈大。
當 0Σ 為未知時，與前所述相同，在製程控制下，T之分布是不隨多變量製程

共變異矩陣的不同而有所改變，因此，在不失一般性下，我們可以藉由 1)(
0

)( )( −zz
t SS

的特徵值所產生之 T分布來決定某特定切點，當成管制界限。同樣的，我們可利
用靴環法來找管制界限，其模擬的步驟類似，只有在步驟 1 多給定 m值、步驟 2

從 ),0( pp IN 生成m組樣本大小為 n的mn個訓練樣本，並由(3.2)計算統計量T ，

如此即可求得管制界限 α,,, nmpCL 。

對 5,4,3,2=p 個品質特性、訓練樣本組數 m=25, 30, 35, 40, 45, 50,55, 60, 65, 
70, 80, 90, 100、樣本大小 5=n 和 0027.0,01.0,05.0=α 之組合下，各模擬
N =1,000,000 次及b =100 次，算出在不同 α,,, nmp 組合下的管制界限及管制界
限的標準差。從結果可以觀察到一些與 0Σ 已知情形之類似結果：

l 對相同的 p 、n、α ，當 m愈大時，管制界限 α,,, nmpCL 愈小，會收斂至一個

值。

l 對相同的 m、n、α ，當 p 愈大時，管制界限 α,,, nmpCL 愈大。

l (1-α )愈大，管制界限的標準差會愈大。
接著，我們利用模擬實驗來比較單邊與雙邊管制圖的平均連串長度表現。考

慮一 2 維的雙變量常態製程。若 0Σ 已知，考慮觀察值個數 5=n 、10；若 0Σ 未知，
則考慮訓練樣本組數 25=m 、50、樣本大小 5=n 。兩者α 均為 0027.0 ，也就是
在製程穩定下 3700 ≈ARL 。我們重覆的次數 K = 50,000次。依前述，在不失一

般 性 下 ， 可 假 設 0 pIΣ = ， 因 此 在 失 控 狀 態 下 的 共 變 異 矩 陣 為













∆∆∆
∆∆∆

=Σ
221

211

ρ
ρ

，其中 i∆ ， 2,1=i 為第 i 個品質特性其變異數所增加的

倍數及 ρ 為兩個品質特性的相關係數。由模擬結果，我們觀察到：
l 單邊的 1ARL都比雙邊的 1ARL小，表示單邊偵測製程變異增加的能力比雙邊



9

偵測製程變異增加的能力好。
l n或m愈大，偵測變異增加能力愈好。
l 當n或m固定時，變異愈大愈容易被偵測出來。
l 當 n,, 21 ∆∆ 固定時，ρ 增加，而 1ARL愈小，表示相關係數增加時偵測變異增

加能力愈好。
我們也應用本研究所提出的方法去監控一個晶圓資料實例及兩個模擬例

子，表現結果都證明我們的方法對偵測製程變異增加的能力有相當不錯的表現。
一般而言，EWMA 管制圖對製程變異性有小變動較敏感。若應用 EWMA 的

想法於本文中之管制統計量 T，應該可以用來偵測製程變異的較小變動。目前我
們正在研究 EWMA 單邊製程變異管制圖之建構與表現。兩個管制圖建構完成
後，對多變量製程變異性作管制，可考慮同時使用我們所提之管制圖和其相對應
之 EWMA 管制圖來偵測製程變異性增加，此將可發展成一有價值的管制機制。

四、計劃成果自評

This is a two-year project. So far, the project has been well executed. Three 
graduate students have been well trained in this area of research. The research result 
described above has been written up in a technical report (in English) and will be
submitted for publication to a well-known international journal fairly soon. The 
control chart developed under this project is useful in practice. The continuing 
research is on going. The schedule of the proposed research has been met, even is 
ahead. 

Currently, we are working on an extension of this research, studying the EWMA 
version of the proposed control chart.  The preliminary results show that the EWMA 
control chart is more effective when the process variation shift is small. With both 
charts available, more range of the variation shifts can be covered by the proposed 
monitoring technique.
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